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Apresentacao

A Semana Académica da Matemadtica estd na sua XXXIV edigdo. Este é o evento de
extensao mais tradicional promovido pelo Curso de Matematica, da UNIOESTE campus de

Cascavel. E um evento com periodicidade anual.

Na programacgao da XXXIV Semana Académica de Matematica figuram palestras, mini-
cursos e comunicacoes orais. As comunicacoes orais resultam da inscricdo dos participantes na

modalidade de apresentadores de trabalhos.

Nesta edi¢ao da Semana Académica de Matematica, 6 trabalhos foram inscritos e aceitos
para apresentacao oral e publicagdo nos anais do evento. Sao em geral trabalhos resultados
das pesquisas de Iniciagao Cientifica e de Monografia desenvolvidos por alunos do curso de
Matematica. Registramos também trabalhos realizados por professores do Curso de Matematica
da UNIOESTE - Cascavel, e de alunos de outros cursos que desenvolveram suas pesquisas com
teor matematico. A apresentacao destes trabalhos no evento tem o objetivo de compartilhar os
conhecimentos adquiridos pelos alunos e professores nos seus respectivos projetos. O registro

destes trabalhos servira para que os futuros alunos possam também fazer uso deste conhecimento.

A comissao organizadora agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também a
comissao cientifica pelas contribuicoes dadas durante o processo de avaliagdo e correcao dos
trabalhos.

A comissao organizadora.

Cascavel, Setembro de 2020.
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Estudo do desempenho de alguns métodos de otimizagao para
funcoes de uma tinica variavel

Felipe Wasmann Rattova
Universidade Estadual do Oeste do Parand - UNIOESTE
lipewasmann@gmail.com

Amarildo de Vicente
Universidade Estadual do Oeste do Parand - UNIOESTE
amarildo.vicente@gmail.com

Resumo: O trabalho faz uma abordagem sobre os métodos de otimizagao
unidirecionais Bissecao, Dicotomia, Secao Aurea e Fibonacci, a fim de avaliar
seus desempenhos. Para isso foram feitas as implementagoes dos algoritmos
respectivos na linguagem C++ e as aplicagoes dos programas produzidos a
um conjunto de funcées idealizadas. O estudo desse tema se justifica em
funcao da aplicabilidade que ele possui em algoritmos destinados a resolver
problemas de otimizagao nao lineares multivariados, que é bastante impor-
tante em diversas areas da Ciéncia. Para cada método estudado foi avaliado
o tempo médio de processamento do algoritmo e a precisao das respostas
fornecidas. Os resultados mostraram que o método de Fibonacci foi o mais
eficiente nos testes realizados.

Palavras-chave: Minimizacao; Métodos de otimizacao; Otimizagao unidi-
recional.

1 Introducao

A teoria de otimizacao é de extrema importancia na drea da matemadtica por estar co-
nectada a diversas areas do conhecimento. Especialmente no setor produtivo, com um mercado
extremamente competitivo, as empresas necessitam de formas cada vez mais eficientes no geren-
ciamento da produgao e do comércio, a fim de obter éxito nos negdcios; a construgao de escolas,
de hospitais para pronto atendimento, de servigos de primeiros socorros, entre outros, requerem
um estudo sobre sua localizacao, a fim de que atendam a populacdo da melhor forma possivel.
Estas sao algumas das situacoes em que o uso da teoria de otimizagao pode dar uma grande
contribuicao. E de suma importancia que se consiga o melhor proveito possivel dos recursos

disponiveis para producao de bens e prestacao de servigos.

Em relacao as caracteristicas das fungoes que compoem um problema de otimizacao, ela
pode ser linear ou nao linear e, em geral, apresenta muitas varidveis. Em grande parte dos
algoritmos destinados a resolver problemas de otimizacao nao lineares multivariados, como o
método do gradiente, por exemplo, exige-se o uso de um algoritmo restrito a otimizar fungoes
nao lineares de uma tnica varidvel. Por esse motivo o trabalho aqui apresentado esté focado nesse
tipo de fungao. Serao analisados os algoritmos Segao Aurea, Bisse¢ao, Dicotomia e Fibonacci. No
estudo foi feita a implementacao de cada um destes algoritmos e um estudo de seu desempenho

a partir de testes com fungoes idealizadas.
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2 Embasamento Tedrico

De acordo com a forma da funcao a ser otimizada e das restrigoes existentes, um modelo
de otimizagao pode ser linear ou nao linear, conforme pode ser visto em Luemberger e Ye (2008).
O interesse aqui € pela segunda categoria de modelo. De um modo geral os modelos de otimizagao
costumam possuir muitas varidaveis. Quando o modelo em questao é nao linear e restrito, grande
parte dos algoritmos utilizados em sua resolucdo empregam em sua estrutura métodos que
se aplicam a otimizacao de funcoes nao lineares de uma unica varidavel. H& muitos métodos
conhecidos na literatura, mas neste artigo serao estudados os seguintes métodos: Bissecao,
Dicotomia, Secao Aurea e Fibonacci. Esses métodos podem ser visto em Bazaraa (2006). A
pretensao desse estudo é avaliar o tempo de processamento consumido pelos métodos citados
na busca de uma solucdo e também avaliar a precisao do resultado obtido. Para isso, foram
implementados os algoritmos de tais métodos na linguagem C++4-. Os programas foram aplicados
em um conjunto de fungoes escolhidas para os testes. No presente estudo estd sendo tratado
o caso em que se deseja obter o ponto de minimo local de uma funcao em um determinado
intervalo. A fim de que os métodos citados possam ser aplicados, é necessario que a funcao
tratada seja convexa ou quase-convexa. Seguem as defini¢oes, que podem ser vistas em Solomon
(2015).

Definicao 1. O ponto z; € R é considerado minimo local de f : R — R se existir algum ¢ > 0

tal que f(x1) < f(zo) para todos xg € R satisfazendo | zg — x;1 |< €.

Definicao 2. Uma fungao f : R — R é considerada convexa quando para todos xz,y € R e
A € (0,1) o seguinte relacionamento vale f((1 — XNz + Ay) < (1 —X)f(z) + Af(y).

Quando a desigualdade é estrita (substitua < por <), a fungao é estritamente convexa.

A defini¢ao a seguir pode ser encontrada na Wikipédia, Fungoes convexas (2020).

Definicao 3. A funcio f é quase-convexa em D se, e somente se, para todo x,y € D e para
todo A € (0,1) vale f[Az + (1 — N)y] < max(f(z); f(y)).

FEm outras palavras, o grafico de uma funcao convexa tém a concavidade voltada para

cima, enquanto o grafico de uma fun¢do quase-convexa pode ter formas mais complexas.

3 Meétodos estudados

3.1 Meétodo da Bissecao

Conforme apresentado Milovanovic e Dordevic (2007), o Método da Bissegao é de facil
compreensao tedrica e possui um algoritmo bastante simples. Este método costuma ser eficiente
quando a derivada da funcao é facil de ser obtida algebricamente. Porém, nao é tao eficiente
quando a derivada precisa ser aproximada por processos numéricos, em virtude dos erros de

arredondamento ocorridos durante o processamento.
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Funcionamento do Método

Seja f uma funcao quase-convexa no intervalo [a,b]. A ideia do método é tomar o ponto
médio Pm deste intervalo e avaliar a derivada neste ponto. Apds isso, teremos trés possiveis

resultados:
Se f'(Pm) =0 entao Pm é o ponto de minimo do intervalo indicado.

Se f'(Pm) < 0 entao a inclinagao da reta tangente no ponto (Pm, f(Pm)) é negativa, de
modo que a fungao é decrescente no intervalo [a, Pm]. Neste caso o ponto de minimo da fungao

estd a direita de Pm. Logo, o novo intervalo de busca serd [Pm, b].

Se f/(Pm) > 0 conclui-se que a inclinagdo da reta tangente no ponto (Pm, f(Pm)) é
positiva, indicando que a fungao é crescente no intervalo [a, Pm]. Assim o ponto de minimo da
funcao estd a esquerda de Pm. Desta forma o novo intervalo de busca serd [a, Pm]. A ideia

exposta estd ilustrada na Figura 1.

Figura 1: Exemplo grafico do Método da Bissecao

Algoritmo

Dados de entrada: intervalo [a, b] contendo o ponto de minimo x* e precisao e.

Etapa principal:

1. Calcule erro = b—a e x = (a + b)/2. Se erro < ¢, pare, o ponto de minimo serd
definido por z* = x. Caso contrério, calcule f'(z) e siga para o passo 2;
2. Se f'(x) = 0 pare e tome como ponto de minimo z* = z. Caso contrério, siga para o passo 3;

3. Se f'(xz) < 0 entdo faga a = x. Caso contrério, faca b = z. Apds isso, retorne ao passo 1;

3.2 Dicotomia

Conforme Bazaraa (2006), o Método da Dicotomia é um método simples que, ao contrério
do método Bissecao, nao necessita da derivada da fung¢do. Uma possivel vantagem em relacao

ao método anterior é que o fato de nao necessitar do célculo de derivadas pode reduzir erros
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gerados por arredondamentos. Porém, em comparacao com o método da Bissecao, pode ter um
tempo de processamento maior, por conta de haver mais calculos. Ele avalia a funcao duas vezes
a cada passo, diferentemente do método anterior que avalia a fungao derivada apenas uma tnica

vez a cada interacao.
Funcionamento do Método

Seja f uma fungao quase-convexa no intervalo [a, b]. A ideia do método é a de determinar

dois pontos r e s dentro do intervalo (a,b), da seguinte forma:
r=(b-aat+aes=(b—a)(l—a)+a,

sendo 0 < o < 1. A fim de elaborar um algoritmo o valor de a serd escolhido de modo

que se tenha r < s, 0 que exige a < 0.5.

Ap6s isso, para encontrar o ponto de minimo no intervalo serao calculadas as imagens

de r e s, que entao terao dois possiveis resultados:

Se f(r) > f(s) entdo o ponto de minimo z* estd & direita de r, de modo que o novo

intervalo de busca serd [r, b].

Se f(r) < f(s) entdo o ponto de minimo z* estd a esquerda de s, ou é o préprio s, de

forma que o novo intervalo de busca serd [a, s, ver Figura 2.

Figura 2: Exemplo grafico do Método da Dicotomia

Algoritmo

Dados de entrada: intervalo [a, b] contendo o ponto de minimo x*, precisao € e um fator

de reducao « para determinar os pontos r e s dentro do intervalo de busca.

Etapa principal:

1. Calcule erro =b—a e x = (a+b)/2. Se erro < € pare e tome como ponto de minimo z* = x.
Caso contrério, calcule os valores a seguir e siga para o passo 2:
r=(b-a)(l-—a)+a,
s=(b—a)a+a;
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2. Se f(r) > f(s) entdo tome a = r. Caso contrério, defina b = s e em seguida retorne ao

passo 1.

3.3 Meétodo da Secao Aurea

Seguindo o raciocinio apresentado em Chong e Zak (2001), o Método da Segao Aurea
possui um algoritmo bastante simples. Este método nao necessita do uso de derivadas e é
bastante similar ao Método da Dicotomia, porém, seu grande diferencial é que, exceto no primeiro
passo, onde a funcao é avaliada duas vezes, nos demais ela é avaliada uma tunica vez. Isso faz
com que o tempo de processamento do método da Secao Aurea seja menor do que o tempo gasto
no método da Dicotomia. A fim de que esta condicdo de avaliar a funcdo uma tUnica vez seja
atendida, o algoritmo é construido de modo que, em um passo k, o valor de r ou o valor de s
coincida com o valor de r ou de s do passo anterior. Esta construcao pode ser vista em Bazaraa

(2006) e o fator de reducao do intervalo é dado por a = 0.618.
Funcionamento do Método

Seja f uma fungao quase-convexa no intervalo [a, b]. A ideia do método é a de determinar
dois pontos r e s dentro do intervalo (a, b), da seguinte forma:
r=(b-aa+ae
s=0b-a)(l-a)+a.

Apés isso, assim como no Método da Dicotomia, para que se encontre o ponto de minimo

no intervalo, calculam-se as imagens de r e s, que terao dois possiveis resultados:

Se f(r) > f(s) entao o ponto de minimo estd a direita de r, de modo que o novo intervalo

de busca serd [r, b].

Se f(r) < f(s) entao o ponto de minimo esta & esquerda de s, ou é o préprio s, de forma

que o novo intervalo de busca serd [a, s]. A Figura 3 ilustra as duas possibilidades.

Sef(r) > f(s)

Sef)<fis) | |

Figura 3: Exemplo de intervalo do Método da Secao Aurea

Algoritmo
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Dados de entrada: intervalo [a, b] contendo o ponto de minimo z*, precisao € e a« = 0.618.

Etapa principal:

1. Calcule: erro = b—a, x = (a+b)/2. Se erro < ¢, pare, o ponto de minimo esta definido
pelo valor de x. Caso contrério, calcule os valores a seguir e siga para o passo 2:
r=(0b-a)(l—a)+a,
s=(b—a)a+ a;

2. Se f(r) > f(s) entao aceite as igualdades
a=r,

r=s,

s=ab—a)+a.

Caso contrério faga

b=s,
r=({b-a)(l—-a)+a,
f(s)=[f(r)e

recalcule f(r).

Em seguida retorne ao passo 1.

3.4 Método de Fibonacci

De Chong e Zak (2001), o Método de Fibonacci possui um algoritmo mais complexo que
os demais métodos. Ele é similar ao Método da Secao Aurea pois avalia a funcao apenas uma vez
a cada passo, exceto no primeiro, em que a funcao é avaliada duas vezes. A principal diferenca
para do método anterior é que a reducao no intervalo de busca varia de um passo para outro.
O método usa a sequéncia de Fibonacci para obter o fator de redugdo do intervalo de busca e,
em grande parte das vezes, traz resultados com maior precisao em relagdo aos outros métodos

anteriores.
Funcionamento do Método

Seja f uma fungao quase-convexa no intervalo [a, b]. A ideia do método é a de determinar
dois pontos r e s dentro do intervalo (a,b), da seguinte forma:
r=(b—a)(Fln—2]/F[n])+ae
s = (b—a)(F[n —1]/F[n]) + a,
sendo F[0] =1, F[l]=1e Fin+ 1] = F[n]+ Fln—1] Yn € N.

Apos isso, para achar o ponto de minimo no intervalo, analogamente ao Método da Secao

Aurea, calculam-se as imagens dos valores r e s, que terao dois possiveis resultados:

Se f(r) > f(s) entdao o ponto de minimo estd a direita de rg, de forma que o novo
intervalo de busca serd [rg,b]. A partir disso serd feita uma nova avaliacdo no intervalo, sendo
ry=Sp e
s1=(b—a)(F[n—2]/F[n—1]) +a.
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Se f(r) < f(s) entdo o ponto de minimo estd a esquerda de s, ou é o préprio s, de
maneira que o novo intervalo de busca serd [a, s|]. A partir disso serd feita uma nova avaliagao
no intervalo, sendo
s1=rge
r1=(b—a)(F[n—3]/F[n—1]) +a,

ver Figura 4.

I=[a,b] I
a r, s, b
Se f(r) > f(s) |
r r s, b
Se f(r) <) | |

Figura 4: Exemplo de intervalo do Método de Fibonacci

Algoritmo

Dados de entrada: intervalo [a,b] contendo o ponto de minimo z*, precisdo €, k = 1,
F[0] =1, F[1] = 1, a funcao F[n + 1] = F[n| + F[n — 1] e um valor n pertencente ao conjunto

dos nimeros inteiros positivos.

Etapa principal:
1. Calcule:
z=(b+a)/2
r = (Fln —2/Fln))(b - a) +a,
s = (F[n—1]/Fn])(b—a)+ a.
Se k < erro, pare e tome como ponto de minimo z* = x. Caso contrario, siga para o passo 2;

2. Se f(r) > f(s) entéo aceite as igualdades a seguir e em seguida siga para o passo 3:

fr) = f(s),

s=(Fin—k—1]/Fin—k])(b—a)+ae

recalcule f(s).

Caso contrario, aceite as igualdades a seguir e siga para o passo 3:
b=s,

s=r,

r = (Fln—k—2)/Fln - k)(b—a) +a,
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f(s)=f(r)e
recalcule f(r).
3. Se k =n — 2, entao tenha os resultados a seguir:
S=r+e¢,
recalcule f(s)
Ap0s isso, siga para o passo 4;
4. Se f(r) > f(s), entao teremos que a = r. Caso contrario, teremos a igualdade b = r. Calcule
k=k+1eerro=>b—a Em seguida, recalcule o valor de x. Apds isso, pare e tome como

ponto de minimo z* = x.

4 Comparacao entre os Métodos

Apébs as implementacgoes dos algoritmos apresentados foi feita uma comparacio entre
os métodos, a fim de avaliar qual deles apresentaria o melhor desempenho. Nessa comparacao
foram avaliadas as precisoes dos resultados e o tempo de processamento de cada um deles. Para

realizagdo das comparacoes foram construidas dez diferentes funcoes para testes, apresentadas

a seguir:

F.1 f(z) =sen(ei)+5

F.2 f(z)=({5) —sen(5)+2

F.3 f(z)=—se (\/5)% +3

F.4 f(x)=—sen (7T1T0)5 +11

F.5 f(x)=log, (sen (:B%)) +7

F.6 f(z)=—In(%)sen(zr)+4
F.7 f(z)=In (sen (z7))x? 418

F.8 f(z)=e2 — (2°/105) 47

F9 f(z) = (f) —sen(ln( ) +3

F.10 f(z) = sen? (732) cos (31n(z)) + 2

A Tabela 1 apresenta o ponto de minimo teérico aproximado de cada funcao (PM),
o intervalo utilizado para busca, os pontos de minimo aproximados fornecidos pelos métodos

testados e o tempo médio de processamento considerando 50 execucoes em cada caso.

Com base nos dados da Tabela 1 foram calculados os erros absolutos entre os pontos de
minimo tedricos e os resultados fornecidos pelos métodos. A definicao de erro absoluto é dada

a seguir.

Definigao 4. Dada a funcao f quase-convexa e x como um ponto de minimo local de f no
intervalo [a, b], podemos definir o Erro Absoluto sendo a diferenga entre o valor de = e um valor

p, onde p é o resultado obtido por um dos métodos de otimizagao para a funcao f.

A tabela 2 apresenta os valores obtidos em cada caso.
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Tabela 1: Comparagao entre os Métodos

Métodos
Entradas Bissecao Dicotomia Secao Aurea Fibonacci
Funcao PM Intervalo Tempo PM Tempo PM Tempo PM Tempo PM
F.1 15,50195 | [10,20] 112.10~% | 15.50293 12.10~7 15.50122 | 148.10% | 15.50712 | 104.10~% | 15.50110
F.2 3,07554 [0,10] 114.10~8 3.07129 146.10 8 3.07523 152.10~8 3.08441 102.10~8 3.07551
F.3 7,37915 [0,10] 164.10~8 7.37793 142,108 7.37873 216.10 % 7.37968 12.10~7 7.37847
F.4 6,59546 [2,12] 88.10~ 8 7 152.10~8 6.59197 16.10 7 6.59335 13.10~7 6.59207
F.5 2,71828 [2,12] 13.10~7 2.71777 172.10~8 2.71745 138.10~8 2.72365 96.10~ 8 2.71763
F.6 1,0766 [0,10] 132.108 1.07910 148.10~8 1.07651 19.10~7 1.08001 124.108 1.07671
F.7 4,51939 [2,12] 154.10~8 4.51465 132.108 4.51799 154.10~8 4.52712 134.10~8 4.51823
F.8 -3,20665 [-6,4] 98.10~8 -3.20215 | 152.1073 | -3.20703 148.10~8 -3.20975 98.10~8 -3.20680
F.9 1,68809 [1,11] 9.10~ 7 1.68848 146.10 8 1.68813 152.10~8 1.68530 11.10~7 1.68830
F.10 23,10249 | [20,30] 108.10~% | 23.13965 | 196.10~° | 23.13755 15.10~7 23.14655 | 122.10- % | 23.13762
Tabela 2: Erros absolutos observados
Métodos

Funcgoes | Bissegao | Dicotomia | Segao Aurea | Fibonacci

F.1 0.00098 0.00073 0.00517 0.00085

F.2 0.00425 0.00031 0.0087 0.00003

F.3 0.00122 0.00042 0.00053 0.00068

F.4 0.40544 0.00349 0.00211 0.00339

F.5 0.00051 0.00083 0.00537 0.00065

F.6 0.0025 0.00009 0.00341 0.00011

F.7 0.00474 0.0014 0.00773 0.00116

F.8 0.0045 0.00038 0.0031 0.00015

F.9 0.00039 0.00004 0.00279 0.00021

F.10 0.03716 0.03506 0.04406 0.03513
Conclusoes

A partir dos estudos realizados na parte tedrica de otimizacao e da analise dos resultados

fornecidos pelos testes, tabelas 1 e 2, chegou-se a conclusao de que, entre os métodos citados,

o que teve melhor desempenho em relacdao aos demais foi o Método de Fibonacci, por fornecer

uma melhor precisao nos resultados e também um melhor tempo de processamento do algoritmo.

Pode-se mostrar algebricamente que, fixado o intervalo inicial de busca e sua amplitude final,

esse método requer um menor nimero de avaliagoes da funcao, o que o caracteriza como o mais

eficiente. Os resultados obtidos nesse trabalho comprovam esse fato.
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Resumo: Neste trabalho serd introduzido o problema da equagao do calor e
sua modelagem matematica, que utiliza o conceito de derivadas parciais e leva
ao uso das séries de Fourier. Partindo deste problema, serao citados alguns
resultados importantes para o estudo dessas séries, para que, por fim, seja
feita a demonstracao da validade da solucao para o problema da condugao
do calor em uma barra com extremidades isoladas termicamente.

Palavras-chave: Equacgoes Diferenciais Parciais; Séries de Fourier; Equagao
do Calor.

1 Introducao

A condugao é um dos meios de transferéncia de calor entre corpos ou meios, do ponto
de vista da experiéncia, a conclusao de que o calor flui da superficie mais quente para a mais
fria é perfeitamente compreensivel e satisfatoria, mas a explicagdo matematica deste fato exige
alguns estudos mais complexos acerca de cada um dos fatores envolvidos, como por exemplo a
posigao e o tempo, para isso, utiliza-se as equagdes diferenciais parciais (EDP) para formular

uma, possivel equacao que explique o funcionamento desse fenémeno.

No presente trabalho, as EDPs sao utilizadas em conjunto com a ferramenta de expansao
de funcbes arbitrarias em séries trigonométricas, estas, que foram estudadas por grandes ma-
tematicos do século XVIII e, posteriormente, utilizadas por Fourier para desenvolver a sua teoria
sobre a conducao do calor, ficando conhecidas como séries de Fourier. Sobre isso, serao apresen-
tados varios resultados importantes, como a convergéncia uniforme e pontual, convergéncia abso-
luta, continuidade, integrabilidade, diferenciabilidade, desigualdades, além de algumas condigoes

sobre as fungoes consideradas, para que se encontre uma solugao possivel para a equagao do calor.

A partir dessa solucao, serda demonstrada a sua validade para um caso especifico de uma
barra com as extremidades isoladas, utilizando os resultados ja apresentados, para provar que,

sob as condigoes iniciais e de fronteira consideradas, a equagao apresentada é satisfatéria.

! Agradecimento ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) pelo auxilio finan-
ceiro
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2 Modelagem matematica da equacgao do calor

Inicia-se a abordagem deste problema estudando uma barra de comprimento L, feita
de material condutor uniforme, cuja drea de seccdo transversal é A. Mais detalhes sobre a
modelagem matemética podem ser encontrados em Boyce e DiPrima (2010). Considera-se que a
barra esteja isolada termicamente nas laterais no sentido longitudinal, mas que suas extremidades
estdo em contato com o meio e podem trocar calor com ele, ou seja, que a transferéncia de
calor seja unidimensional. Se a barra estiver posicionada sobre um eixo X horizontal, pode-se
representar a temperatura de uma seccao da barra na posicao “x” em um determinado tempo
“t” pela fungao u(x,t). Assim, utilizando a Lei do Resfriamento de Fourier, considerando duas
secoes da barra x e x+d, em um mesmo tempo “t”, tem-se a seguinte equacao para a quantidade

de calor transferida:

Q= KA|u(x,t);u($+d,t)] (1)

onde K = condutibilidade térmica do material entre as placas.

Tomando o limite quando d — 0 em (1), tem-se que o fluxo de calor na direcdo +x, em

uma seccao de abcissa x, no tempo ¢, é dado por:

q(z,t) = =K Aug(z,t). (2)

Analisando um elemento da barra entre zg e xg + o, pode-se verificar qual a quantidade

de calor @ que ele recebe no tempo entre tg e to+ 7, utilizando o fluxo de calor ¢(z, t), escreve-se:

= /ttw Klug (20 + 0 8) — (20, £)] A dt. (3)

0

Sabendo ainda que o calor especifico (¢) de uma substancia é a quantidade de calor
necesséaria para aumentar em 1°C a temperatura de uma grama dessa substancia, pode-se multi-
plicar essa constante pela densidade do material (p), e encontrar a quantidade de calor recebida

em um tempo de ty até ty + 7 e numa secao da barra de xg até xg + o, como segue:

to+7 prxoto
q= / / c u(z,t)dt p A dz. (4)
t X0

0

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo em (3) e igualando-a a (4), obtém-se:
to+T1 xro+o to+7 xo+o
/ K u:rx(xa t)d$dt = / / cp Ut(l', t)d:L‘dt
to o to 0

e ainda, considerando a continuidade da funcéo u(z,t) para t > tp, 0 < xog < L, 7 >0e o > 0,

tem-se:
Up = Klgy (5)

onde Kk = Cﬁp é chamada de difusibilidade térmica. A equagao (5) é a equacao do calor, que
representa a variagdo da temperatura u(x,t) em uma barra uniforme com a superficie lateral

isolada termicamente.
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Essa equagao pode ter inimeras solugoes, por isso, para encontrar algumas mais es-
pecificas, é preciso definir algumas condicdes. A primeira delas é que, se existe variacdo da

temperatura, deve haver uma temperatura inicial, essa é dita a condicao inicial do problema:

u(z,0) = f(z).
onde f : [0, L] — R representa a temperatura inicial de cada secgao da barra.

Outra questao importante a se considerar é que, como as extremidades nao estao isoladas,
elas podem trocar calor com o meio de vérias formas, chama-se essas formas de condicoes de

fronteira.

Busca-se, entao, uma solucao para a equacao do calor, que atenda também suas condigoes
inicial e de fronteira. Considerando que as extremidades tenham temperatura nula e constante,

o problema fica como:

U = Klgy t >0, O<z<L
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0 . (6)
u(x,0) = f(x) 0<xz<L.

Para resolver esse problema, utiliza-se o0 método de Fourier, que consiste em, primeira-

mente, usar a separacao de varidveis, assim tem-se:

u(x,t) = F(x)G(1). (7)

Substituindo (7) em (5), obtém-se:

1G'(t) _ F'(z)
LG - Flo) ®)

Encontrando a solucao dessas funcoes, tem-se que:

nmwx

F.(z) = sen—— 9)
e
G(t) = ce T/ L2 (10)
E entao, juntando (9) e (10), tem-se:
up(z,t) = enmint/L? o Y (11)

que satisfaz a equacgao do calor e as condigoes de fronteira, porém, para que satisfaga a condicao
incial, é necessario que
nmwx
flx) = sen—. 12
() = sen™ (12)
Supondo que (12) seja verdadeira, é possivel chegar a vérias solugbes u,, para cada
n =1,2,3.... Utilizando o principio da superposigao, é possivel concluir que a combinacao linear

de duas ou mais solugoes u,, também serd solugao do problema (6).
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. - N
Portanto, pode-se expressar esse conjunto de solugdes como: » " chun(x,t), onde ¢,

representa as constantes e u, as fungoes definidas em (11).

Utilizando novamente o principio da superposicdo, pode-se escrever (12) como

N —n?m2kt) L2 nrx
Y meq Cn€ sen™7r.

Porém, se (12) nao for verdadeira, é necessdrio procurar solugoes semelhantes a essa,

para tanto, utilizando somas infinitas, espera-se que f(z) possa ser expressa como:
> nmwT
x) = cpsen——. 13
ﬂ>;n 7 (13)

E entao, a hipétese do Método de Fourier é que a solucao seja:

o0
u(w,t) = Z cne_"QWZHt/LZSenn—f. (14)

n=1

Porém, essa solucdo possui duas complicacées. A primeira delas é a necessidade de que
f(z) tenha a forma (13); a segunda refere-se & questao da convergéncia da série (14), para entao
concluir sobre sua aplicacao em (6). Para isso, a préxima segao trard resultados importantes

que podem ser utilizados nessas provas.

3 Resultados importantes

Nesta secao serao apresentados alguns teoremas, proposicoes e outros resultados que
auxiliarao na prova da aplicabilidade da solucao encontrada anteriormente para o problema da
conducgao de calor em uma barra. Esses resultados, apresentados de forma mais detalhada e

juntamente com suas demonstragoes, podem ser encontrados em Figueiredo (1977).

Teorema 1 (Teste M de Weirstrass). Seja > 7, un(x) uma série de fungoes uy, : I — R definida

em um subconjunto I de R. Suponha que existam constantes My, > 0 tais que:
[un(2)] < My

para todo x € I, e que a série numérica y .- M, convirja. Entdo, a série de fungoes

Y00 un(x) converge uniforme e absolutamente em 1.

Proposicao 2. Supondo que as fungées uy, sejam continuas e que a série y - | u,(z) convirja

uniformemente. Entao a soma da série u(x) = > 7, uy(z) € também wma fungdo continua.

Proposicao 3. Supondo que as funcgoes u,(x) definidas em um intervalo I sao continuamente
o u/

derivdveis e que a série y >~ ul,

() das derivadas convirja uniformemente. Se, para um dado

zo € I, a série Yy .7 | un(xo) convergir, entio:

;ﬁiw@=§%m

n=1
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Definigao 4. Uma func¢ao f pode ser aproximada por sua Série de Fourier por meio da seguinte

exXpressao:

mm:)

1 o
f~ iao + Z <ancosﬂL$ + bp,sen—— . (15)
n=1

L
Onde, se f : R — R for uma funcao periédica de periodo 2L, integravel e absolutamente
integravel em cada intervalo limitado, especialmente f_LL |f(x)|dx < oo, entdao os nimeros ay,
para n > 0 e by, para n > 1 sao chamados de coeficientes de Fourier da funcao f, e sao definidos

por:

1 L
an:L/Lf(x) cosnLﬂdaz ,n>0

1 L
by, = L/_Lf(a:) sen?dw ,n>1.

Teorema 5 (Teorema de Fourier). Seja f: R — R uma fungdo seccionalmente diferencidvel e
de periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcdo f converge, em cada ponto x, para %[f(x +
0) + f(z —0)], ou seja:

n?T.’E)

%[f(x +0)+ f(x—0)] = %ao + nz::l (ancos? + bpsen—— |, (16)

L

onde f(z+0) = limy—m* fy)e f(x—0)= hmy—m* f(y)

Teorema 6 (Desigualdade de Bessel). Seja f uma funcao real cujo quadrado é integrdvel em
—L <z <L eay eby os coeficientes de Fourier de f. Entao:
ag

(a2 B < ' 2d 17
2 < [ If@P de (1)

k=1

Lembrando que, para uma funcdo f : [a,b] — R, se f e |f|?> forem integraveis, ela é

chamada de quadrado integrdvel. Neste trabalho, essas funcdes serdo representadas por £2.

4 Solucao do problema de condugao do calor

Utilizando os resultados apresentados na secao anterior e a modelagem da equacao do
calor, nesta secao serd feito o estudo de uma situacao especifica: uma barra conduzindo calor,
com as extremidades isoladas, ou seja, ndo ha fluxo de calor nas extremidades. Para essa

situac@o, tem-se o seguinte problema de valor inicial e de fronteira (PVIF):

U = Kugy t >0, O<z<L
uz(0,t) = ugy(L,t) =0 t>0 (18)
u(z,0) = f(x) 0<z<L.

Utilizando o método de separagcao de varidveis, encontra-se que a solucao deve ser

) 2
U (z,t) = e ™ R/ L cos"TE.
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Mas, para isso, deve-se encontrar coeficientes ¢, que satisfagam:
> nwx
x) = Cy, COS—— 19
f(@) Zl n oS~ (19)

que podem ser considerados coeficientes de Fourier de f, considerando-a uma funcao par dada

em [0, L] e estendida de modo a ser periddica de periodo 2L:

Co = %IOL f(l‘)dﬂj‘

(20)
Cp = %fOL f(z) cos™FEdx n=12,..
Com esses coeficientes dados, a solugao do PVIF nesse caso é:
o0
Z Cn e_"2”2kt/L2005$. (21)
n=1

A demonstracao da validade desta solucao depende de que f possua derivada de terceira

ordem e que [ seja seccionalmente continua. Assim, a prova é feita seguindo os passos:

(i) Mostrar que os ¢, dados em (20) estao bem definidos, ou seja, que as integrais existem: ja
que as funcoes f e cosseno sao continuas, entao o produto f - cos é uma funcao continua,

portanto integréavel.

(ii) Provar que (19) ocorre: como, por hipétese, f é integravel e absolutamente integravel,

entao, pelo Teorema de Fourier:

1 = nrr s nmwx
—d § 7 e ) = 29
500 + 2 (an cos— + by, sen 7 ) f(x) (22)

onde a,, e b, sao os coeficientes de Fourier de f.

Considerando que f(0) = f(L) = 0, é possivel estender f para R de modo que seja par e

periédica de periodo 2L e assim tem-se:

b,=0, Vn € N (23)

Além disso, observando (20) e a definicdo dos coeficientes de Fourier, tem-se que a, =

¢n, ¥ n € N. Portanto, (19) ocorre.

(iii) Provar que a série dada em (21) converge e que seu limite, u, é uma fungdo continua:

para provar que (21) converge, utiliza-se o Teste M de Weirstrass com a série numérica
oo
> et lenl.

Assim, deve-se mostrar que

lun(z,t)| <|enl, Vn € N e V (z,t) €][0,L] x[0,00) (24)
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e que
oo
> lenl (25)
n=1
converge.
Para provar (25), inicialmente, nota-se que ¢, = % fOL f(x) cos™* dx, integrando por

partes, com u = f(x) e dv = cos™I*, tem-se:

/ o en— dx)

Onde, considerando f’(x) uma funcao fmpar, periédica de periodo 2L e £2, pode-se consi-

derar a expressao entre parenteses o seu coeficiente de Fourier d,, e entao:

Cn = _L dp. (26)

nm

2 2
Deste modo, usando ab < % + %, chega-se a:

L 1 1,
|Cn’ 7’d ‘ = o 9,92 ﬁ + ildn‘ . (27)
Nota-se que 27r2 Z 2 é uma p-série com p = 2, e portanto é convergente. Entao, é

preciso ainda provar que anl |d,,|? converge. Como f’(z) é continua, entio f, | (@) da

existe e, usando a desigualdade de Bessel, pode-se escrever:

o0

L
S ja < % 4 Z dal? + lenl?) < /L P @) da. (25)

n=1

Onde d,, e €, sao os coeficientes de Fourier da série de f’. Portanto, > oo, |d,|? converge

e (25) ocorre.

Para provar (24), tem-se que:
lu(z, )| = ‘cne_(nfﬂ)%t cos$ < lcnl- (29)

Entao, pelo teste M de Weirstrass, segue que:

> un(x,t) (30)

converge uniforme e absolutamente em [0, L] x [0, 00)

Denota-se por u(x,t) o valor do seu limite. Como (30) estd nas hipdteses da proposicao 2,

entao u é continua.
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(iv) Provar que é possivel derivar termo a termo a série dada em (21), com respeito a ¢, e que
u; € continua: usando a proposicao 3, é possivel provar que:
0 2. Ouy(z,t)
n=1 n=1
E, para isso, deve-se provar que u; (e, respectivamente, u;) sao fungdes continuas.
Nota-se que:
0 0 nm 2 nww
—Un(x,1 ’ = ‘—(c e L)kt cos—)‘
‘at (@) ot\™" L
. nmw 2k _(Bm)2ky nmr| 72 &
== () Fen W cos T < Ty Kelen w? (32)

De acordo com (32), para provar que » - %un (z,t) converge, basta provar que:

> leal n? (33)
n=1

converge. Sabe-se, de (26) que:

Cn / f(z en— d$>

a qual pode ser integrada por partes, com u = f'(z) e dv = sen™* e obtém-se:

L 2 nwx

= —— (— f(x) — cos—— / f(x) — COST d:L')

nt L
nwT
=——" f” cos—— dx)
n?m

considerando que f'(0) = f/(L) = 0. Integrando novamente por partes, agora com u =

f"(x) e dv = cos™F*:

L 2/, L N a nmwr
=55 Z(f (z) - —sen—— / 1 —senT daz)

n37r3 / " (z n— dx) (34)

Onde a expressao entre parenteses pode ser considerada como A, os coeficientes de Fou-
rier de f"”'(z), j4 que a hipétese da demonstragiao sugere que f"”(z) seja seccionalmente

continua, ou seja, pode ser expressa por sua série de Fourier. Entao:

L3
lenl = 551 Aul. (35)

. 2 2
Onde pode-se usar a desigualdade ab < % + % para escrever:

L? 1
n2‘0n| = 3 7|An’
T n
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(vi)

Onde > >
gualdade de Bessel, entao conclui-se que (33) converge.
Usando o Teste M de Weirstrass em (32) e

converge uniformemente. Portanto, da proposicao 3, tem-se:

—u x,t) Z pre (38)

1 /. o o0 2 . .
n—1 oz converge por ser p-série com n = 2 e » ' |\,|° converge devido a desi-

~—

(33) , conclui-se que:

Q’)‘Q;
w
-

Deste resultado, e pela proposicao 2, segue que %u(w, t) é continua.

Provar que é possivel derivar termo a termo a série dada em (21), com respeito a z, duas

vezes, € que Uz, é continua: para este caso, usa-se novamente o Teste M de Weirstrass,

pois:
8 8 nm
gzt = [gg (e e 8 con )|
= lep e~ CT)HE. —sennzx . % = |cn ‘6_(%)2“‘ ‘% en—nzx‘ < % n |cpl. (39)
E seguindo como em (35) e (36) é possivel notar que:
L? LS 1
nlcp| = 2.3 [An| < 5.6 i T 5’/\n\2- (40)
Onde Y07, =r e > .07 [Ay|? convergem, entao:
o
Zn|cn| (41)
n=1

converge. Usando o Teste M de Weirstrass em (39) e (41), segue que
[e.e]
0
> 5 n(@:1) (42)
n=1
converge uniforme e absolutamente em [0, L] x [0, 00). Da proposigao 3 tem-se:
= i 2u (x,t
N ox "
n=1

Entao, pela proposicao 2, segue que % un(x,t) é continua, como se desejava mostrar.

2 7 z.
Analogamente, prova-se que % u(x,t) é continua e vale:

2 > 82
@ U’(xat) = Z @ un(xat)'
n=1

Provar que (21) é solugdo de (18): para isso, serd demonstrado que (21) satisfaz cada uma
das equagoes de (18). Como mostrado no tltimo item, é possivel derivar u(z,t) termo a
termo uma vez com respeito a t e duas vezes com respeito a x, entao, prova-se a primeira
equagao:

U = Kgy
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= 2 n > o 2

o0
uz(0,t) = — ch e~ CL)Ht %sen(O) =0
n=1
> 21, NMT
um(L7t) = —ch ef( L) kt i Sen(nﬂ') =
n=1
E para a terceira equacgao:
= 2 nwr = nwT
u(z,0) = ch e~ (T)°k0 cos—— = ch cos—— = f(x).
n=1 n=1

Assim, estd provada a validade da solucao suposta no inicio do trabalho, de acordo com

os teoremas e resultados apresentados.
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Resumo: Esta pesquisa apresenta reflexdes a respeito do uso de Materiais
Manipulativos na primeira fase educacional obrigatoria, a Educacdo Infantil, bem
como salienta que o uso destes materiais por si s6 ndo garante a aprendizagem,
faz-se necessaria a mediagdo adequada do professor. Dentre os materiais
manipulativos disponiveis em intimeras escolas de Educacdo Infantil, os Blocos
Loégicos parecem ser os mais frequentes, sendo utilizados em diversos paises.

Palavras-chave: Materiais Manipulativos; Blocos Logicos; Educacao Infantil.

1 Introducao

Dentre os materiais existentes nos Centros Municipais de Educacgdo Infantil, os CMEIS de
todo o Brasil, provavelmente, o material mais frequente sdo os Blocos Logicos. Sdo esses materiais

ultrapassados, intteis? Tem ainda potencial para enriquecer o processo de ensino aprendizagem?

Vivemos em um mundo tecnoldgico e as tecnologias afetam nossos alunos, a maioria deles
entra em contato com diversos personagens, histdrias, jogos em um unico dia, assim o professor

precisa ter em mente quais sao os ensinamentos essenciais para a vida do aluno.

Neste mundo que se desenvolve rapidamente, como ressalta Ursula Simons (2011, p.16), “se
pudermos leva-los a raciocinar, a desenvolver agilidade de pensamento e capacidade de criatividade,

estardo aptos a corresponder ao que seja exigido deles”

Para tanto, torna-se um desafio ser professor neste mundo no qual as tecnologias ndo chegam
com a mesma rapidez nas escolas e, os educadores tém o papel de preparar os alunos para enfrentar de
maneira dindmica as mudangas cada vez mais repentinas do mundo atual. A esse respeito pondera
Simons (2011, p.16), “Os conteudos que hoje parecem importantes podem, amanha, ndo o ser mais.

Entdo, como preparar nossos jovens para um futuro sobre o qual ndo podemos ter certezas?”’
A mesma autora ainda assegura que,

A crianga, a quem for dada a oportunidade de desenvolver sua estrutura logica, da
forma mais ampla possivel, terda muito mais facilidade em articular os contetidos
pedagogicos que lhe forem apresentados, passando a ser agente do seu aprender.
(SIMONS, 2011, p.16)

Buscamos inicialmente analisar a importancia dos materiais manipulativos, nos deteremos na

biografia do criador dos Blocos Logicos Zoltan Paul Dienes, abordando em seguida algumas
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potencialidades e possibilidades dos Blocos Loégicos e, por fim, consideraremos a importancia do

papel do professor no processo de ensino/aprendizagem com a utilizagdo deste material.
2 Materiais Manipulativos

A aprendizagem se dé através da percepcdo obtida pela interacdo com os 6rgdos dos sentidos,
ou seja, visdo, audi¢do, tato, paladar e olfato, logo, quanto mais sentidos forem estimulados no
momento do ensino, mais significativa poderd se tornar esta aprendizagem. Em conformidade a isto,

temos o proposto por Dienes,

As impressdes sensoriais que agem sobre nossos 6rgdos sensoriais durante nossa
existéncia sdo muito numerosas e variadas. Ainda devemos selecionar tais
impressdes de algum modo que possamos nos encontrar nesse ambiente de
fendmenos extremamente complexo. (DIENES, 1974 p.13).

Recebemos muitos estimulos sensoriais durante toda nossa vida, e através deles
desenvolvemos a aprendizagem que temos no momento, a qual ndo € estatica, conforme o tempo passa
mais aprendizagens vamos adquirindo e transformando a pessoa que somos no momento atual. Cada

ser humano seleciona todas estas impressdes que sdo variadas, numerosas e complexas.

Neste sentido vamos propor a utilizacdo dos materiais manipulativos para aprendizagem de
conceitos, pois quanto mais 6rgdos dos sentidos forem estimulados no processo de ensino, mais

significativa podera se tornar esta aprendizagem.

Nesse trabalho a decisdo foi por tomar a defini¢ao utilizada por Nacarato para quem materiais
manipulativos sdo “objetos ou coisas que o estudante é capaz de sentir, tocar, manipular ¢ movimentar.
Podem ser objetos reais que tém aplicacdo no cotidiano ou podem ser objetos usados para representar

uma ideia.” (NACARATO, 2005, p.3)

Materiais manipulativos, nesta concepg¢do, ndo sao apenas jogos, mas também tudo o que o
professor utiliza com uma intencionalidade pedagdgica, o que serve como base para assimilagdo e

compreensdo de algum conteudo.

Notamos que ndo se faz necessario ter uma aplicagdo no cotidiano, Nacarato comenta que
podem ser objetos usados para representar uma ideia, ou seja, aquilo que leve o aluno a organizar o
seu pensamento a respeito de algum conteido, mas necessariamente, precisa ser algo palpavel, que o

aluno possa manusear ¢ tocar.

Existem varios tipos de materiais didaticos manipulaveis ou concretos, como nomeia

Lorenzato (2006). O autor diferencia estes materiais da seguinte maneira,

Alguns ndo possibilitam modifica¢des em suas formas [...]. Outros ja permitem uma
maior participagdo do aluno [...]. Existem, ainda, aqueles dindmicos, que, permitindo
transformagdes por continuidade, facilitam ao aluno a realizacdo de redescobertas, a
percepgdo de propriedades e a construcao de efetiva aprendizagem. (LORENZATO,
2006, p.18-19)
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Neste sentido, notamos que podem existir os materiais que ndo alteram sua configuracdo, sua
maneira de ser, como por exemplo os s6lidos geométricos; contudo existem aqueles com os quais o
aluno pode interagir, como € o caso dos jogos de tabuleiro, material dourado, dbaco e por ltimo,

aqueles que permitem redescobertas a cada nova manipulagao.

Por meio do uso dos materiais manipulaveis podemos estimular a aquisicdo de conceitos
matematicos ¢ levar os alunos a aprender de maneira significativa esses conceitos, assim, Lorenzato
(2006) sustenta que o material concreto ou manipulativo “pode ser um excelente catalizador para o

aluno construir o seu saber matematico” (2006, p. 21)

Contudo, o contato com materiais manipulativos por si s0, ndo garante a aprendizagem, como

afirma Lorenzato:

Convém termos sempre em mente que a realizagdo em si de atividades
manipulativas ou visuais ndo garante a aprendizagem. Para que esta efetivamente
acontega, faz-se necessaria também a atividade mental, por parte do aluno.
(LORENZATO, 2006, p.21)

Percebemos assim que o aluno precisa participar de maneira ativa na construgdo de seu
conhecimento, precisa protagonizar o seu saber, pois apenas o uso do material ndo garante a
aprendizagem. O que podera garantir ¢ a atividade mental deliberada do aluno, se ele verdadeiramente
estd percebendo o sentido da utilizagdo deste material, se esta participando ativamente de todas as
etapas propostas pelo professor, assim como afirma o criador dos Blocos Loégicos, “ha que dar a
dindmica atividade de pesquisa mais importancia que a categoria final da resposta” (DIENES,1977,p.
9), ou seja, € mais importante que o aluno participe do processo, entendendo o objetivo de cada passo,

o porqué de cada etapa, do que meramente saiba o resultado, a resposta final.

Ainda sobre a relevincia do uso dos materiais manipuléveis, ¢ sabido que no ensino da
matemadtica ele ¢ muito visado, Dienes (1977 p.8) ressalta a importincia de seu uso muitas vezes,

sustentando que,

O objetivo visado ¢ que todas as criangas de escola, cheguem a compreender bem
todas as facetas da atividade matematica [...] A compreensdo matematica ¢
universal, esta ao alcance de quem queira paga-la pelo seu justo preco. Qual ¢é esse
pre¢o? Uma vasta quantidade de Material Didatico.

Aqui, novamente notamos a relevancia que este autor atribui ao uso do material didatico, ele
destaca que ¢ importante que todas as criangas tenham o acesso ao material, para que possam

desenvolver bem todas as etapas da compreensao da atividade matematica

Ainda vale ressaltar que ndo é s6 para criangas que os materiais manipulativos devem ser
utilizados, geralmente tem-se a ideia errénea de que as faixas etarias mais avancadas j4 construiram
completamente a abstragdo e ndo necessitam do recurso visual e palpavel, mas Lorenzato (2006 p.30)

afirma que, “a experiéncia tem mostrado que o Material Didatico (MD) facilita a aprendizagem,
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qualquer que seja o assunto, curso ou idade, o que conflita com a crendice de que MD s6 deve ser

utilizado com criangas.”

Vale ressaltar que Lorenzato nomeia de material didatico os instrumentos uteis ao processo de
aprendizagem ¢ de material didatico manipulavel os materiais que podemos manusear, os quais
existem varios tipos, como supracitado. Bem como Dienes nomeia como material didatico apenas, mas
se referindo também aquilo que podemos manipular. Assim as duas nomenclaturas apresentadas por

estes dois autores sdo apresentadas como sinénimas.

De tal forma, agora que caracterizamos o que compreendemos por materiais didaticos
manipulaveis, iremos tratar especificamente sobre os Blocos Logicos, que fazem parte desta categoria

e possuem possibilidades de trabalho para Educacao Infantil e Ensino Fundamental.
3 Blocos Logicos

A criagdo dos Blocos Logicos ¢é atribuida ao psicologo e matematico hiingaro, Zoltan Paul
Dienes, na década de 50. Mas esse material chegou ao Brasil no periodo dureo do Movimento da
Matematica Moderna - MMM, no inicio da década de 70. Este matematico, defendia o uso dos

materiais manipulativos e jogos na aquisi¢do de conceitos matematicos.

Durante a difusdo do MMM o referido matematico teve grande contribuicdo, principalmente
para o Ensino Primaério, suas ideias e seu incentivo ao uso de materiais concretos fez com que tornasse
potencialmente considerado seu uso para o ensino. Zoltan Paul Dienes ¢ reconhecido por educadores

matematicos brasileiros atuais, conforme afirma Nacarato,

Dienes — que talvez tenha sido o pesquisador que maiores contribuicdes e
influéncias tenha exercido nos anos de 1970 quanto ao uso de materiais didaticos —
dedicou-se a estudar e propor atividades e materiais para o ensino de Matematica.
Tinha como principio de que a experiéncia deveria preceder a analise, ou seja, as
experiéncias cuidadosamente escolhidas pelo professor sustentariam o fundamento
sobre o qual estaria baseado o aprendizado matematico. (NACARATO 2005, p.02)

Desta forma, notamos que este matematico ndo defendia apenas o uso dos materiais
manipulativos, mas uma abordagem, uma metodologia adequada, pensada e escolhida com cautela

pelo professor para, possivelmente, resultar na aprendizagem.

Segundo Sangiorgi (1989), renomados autores do periodo do MMM valorizavam as propostas

de Dienes:

Zoltan Paul Dienes ¢, entre todos os grandes reformuladores, o que maior
contribui¢@o cientifica trouxe ao ensino de Matematica nestes Gltimos quinze anos.
Dienes € [...] o mais harmonioso ‘condottiere’ da Matematica Moderna pois, através
dos jogos, que servem para quase tudo (inclusive para aprender a calcular), a crianga
¢ encorajada para o processo de abstracdo (SANGIORGI, 1975 apud BURIGO,
1989, p. 174)
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Podemos perceber a notoriedade e reconhecimento de Dienes mais uma vez com relagdo ao
aspecto metodologico. Notamos que, pela visdo de Burigo, ele se preocupava em valorizar o concreto

para que a crianga conseguisse prosseguir consequentemente para o processo de abstragio.

Os Blocos Logicos sdo compostos por 48 pegas diferentes que podem ser classificadas em
quatro categorias: cores, tamanho, espessura ¢ forma. No que se refere a categoria cores, temos
vermelho, amarelo e azul (cores primarias); tamanho, temos pequeno e grande; espessura temos fino e
grosso ¢ por fim forma, temos quadrado, circulo, tridngulo e retangulo. Todas as pegas possuem pelo
menos um aspecto de diferenga entre si. Geralmente sdo produzidos em madeira ou em material
emborrachado. S3o um material de facil acesso pelos professores e estdo presentes na maioria das

escolas de Educacao Infantil e Ensino Fundamental.

Considera-se que seu uso pode contribuir para desenvolver importantes operacdes logicas,
principalmente com criancas que se encontram em faixa etdria pré-escolar. Segundo a teoria
desenvolvida por Vygotsky e adotada para o curriculo da regido oeste do Paran4, as criancas na etapa
pré-escolar — 3 a 7 anos, estdo no jogo dos papéis sociais, o que ¢ apresentado nos pressupostos
psicoldgicos do curriculo da Associagdo dos Municipios do Oeste do Parana, AMOP, para crianca

nesta fase

O jogo ¢ influenciado pelas atividades humanas e pelas relagdes entre as pessoas e o
conteudo fundamental ¢ o homem. Nesse sentido o jogo tem grande influéncia no
desenvolvimento psiquico da crianga ¢ na formagdo da sua personalidade. (AMOP,
2015, p.18).

Sendo assim, os mesmos encontram-se na fase do “faz de conta”, sendo que propor o jogo
utilizando materiais manipulativos, envolvendo situa¢des problemas, vai ao encontro do que a crianga

desta etapa precisa.

Ainda neste sentido, surge a impressdo de Clotilde Giublin, no livro Blocos Logicos,

I3

A pratica ¢ essencialmente prazerosa, pois partimos das coisas elementares e
acrescentamos niveis de dificuldade pelos quais as criancas precisam passar. Elas
adoram este tipo de atividade, pois descobrir enigmas e desvendar mistérios sdo sua
brincadeira predileta. Desta forma, brincando, crescem e desenvolvem-se; nesta
interacdo, neste clima de brincadeiras, as criangas aprendem a aprender. (GIUBLIN,
2011 apud SIMONS, 2011, p.21)

Notamos que as brincadeiras podem ajudar as criangas em seu processo de aprendizagem. A
partir do contato e da pratica elas podem aprender de maneira prazerosa. Nesta troca de vivéncias ¢

experiéncias com objetos e com o meio é que pode ocorrer a aprendizagem.

A respeito da utilizagdo dos Blocos Logicos, Alvez e Morais (2006) sustentam que a fungio
principal deste material ¢ dar as criancas a oportunidade de realizar as primeiras operacdes logicas,
como correspondéncia e classificagdo de objetos, além de seriagdo, sequéncia e comparacdo. Assim,
parece que por meio de atividades e situagdes mediadas pelo professor, o aluno pode iniciar o processo

de abstragdo matematica.



Anais da XXXIV Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 29

As criangas aprendem por meio de suas experiéncias, aquilo que o individuo teve a

oportunidade de vivenciar compora seu saber, pois,

E por meio de suas proprias experiéncias e nio das de outros que as criangas
aprendem melhor. Por isso as relagdes logicas, que quisermos que as criangas
aprendam, deverdo concretizar-se por relagdes efetivamente observaveis entre
atributos faceis de distinguir, tais como cor, forma, etc. (DIENES; GOLDING, 1974,

p-4)
Notamos ainda que a crianga precisa de um aparato visual, tatil, enfim, que estimule a maior
quantidade de sentidos simultaneamente, assim como dito anteriormente, pois assim pode ocorrer a
aprendizagem e os Blocos Logicos podem auxiliar neste sentido, j4 que estes atributos podem ser

percebidos.

Outro aspecto interessante desse material € a relagdo que o mesmo possui com a aquisi¢cdo de
conceitos geométricos que estardo presentes em todas as etapas escolares, com diferentes niveis de

aprofundamento.

Portanto, 0 uso deste material, objetiva o desenvolvimento e aprimoramento do raciocinio
logico, que enriquece a aprendizagem nas diversas areas do saber, ndo somente na Matematica, mas
principalmente nela, como afirma Dienes (1977, p.14) o numero é uma abstragdo. Os nimeros nao tém
existéncia real, sdo simples propriedades; mas sdo propriedades dos conjuntos de objetos, ¢ ndo dos

proprios objetos.

O autor sustenta que esse importante conceito de logica sera usado para obtencdao do conceit

o de nimeros e quantidades, pois segundo Dienes nenhum objeto pode ter a propriedade
“dois”, mas um conjunto de objetos pode ter a propriedade “dois” e consequentemente para a
abstragdo do conceito de conjuntos e, os conjuntos ja sdo abstragdes, ele segue comentando que
tampouco o simbolo 2 ¢ dois, da mesma forma que a palavra “verde” é uma representagdo da cor
verde. Nesse sentido ¢ muito importante que crianga construa o conceito dos nimeros a partir do
manuseio de objetos e da percepcdo das propriedades dos objetos; isso podera ser feito por meio da
utilizacdo dos Blocos Logicos, em cujo material permite perceber visualmente propriedades em cada

uma das pecas.

O processo de aquisi¢do das nog¢des como as que se encontram em matematica
possui trés fases: Primeira fase ¢ a atividade exploratéria da crianga, pode gerar
maturagdo se escolhidas atividades ludicas que se organizem em formas de jogos.
Segunda fase, ou fase intermedidria, sdo as regras que ligam os fatos entre si, o jogo
em si. O pensamento torna-se consciente, dirigido. Se organiza como um todo.
Terceira fase, ¢ a exploracdo em sua via pratica, quando internalizado o

conhecimento pelo jogador. (DIENES, 1977, p.11)
Citamos o aspecto multidisciplinar, como, por exemplo, as cores primarias das pecas, que
podemos relacionar com a disciplina de Arte, pois esta pratica enriquece a aprendizagem, trazendo

significado e relacdo com o meio em que a crianga esta inserida. Assim estaremos de acordo com o
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objetivo da educagdo proposto pela Lei de Diretrizes e Bases da Educag@o 9394/96, a qual ressalta que

a educagdo deve vincular-se a pratica social.

4 Papel do professor

Vimos que o Material Manipulativo e os Blocos Ldgicos por si s6 ndo ensinam, para tanto faz-
se de suma importancia que o professor tenha o papel de mediador dos materiais com os alunos, a
postura que o professor assumir diante da sua tarefa de ensinar serd fator determinante na

aprendizagem dos alunos.

Nesse sentido, Lorenzato (2006) pondera que € de suma importancia a mediagdo do professor,
pois o material por si s6, ndao ensina; fundamental & que o professor saiba usar os materiais da maneira

correta, isso € o que podera determinar a ocorréncia da aprendizagem,

Por melhor que seja, 0 MD (material didatico) nunca ultrapassa a categoria de meio
auxiliar de ensino, de alternativa metodoldgica a disposi¢do do professor e do aluno,
e, como tal, o MD (material didatico) ndo é a garantia de um bom ensino, nem de
uma aprendizagem significativa e ndo substitui o professor. (LORENZATO, 2006,

p.18)

Para tanto, notamos que a maneira de agir do professor mediante o uso dos materiais podera
gerar a aprendizagem e este ¢ o fator determinante para que esta ocorra, mas nem todos os professores
possuem formagdo para estas agdes, nem estdo cientes de toda a gama de potencialidades dos

materiais,

[...] poucas sdo as institui¢des responsaveis pela formacdo de professores
que ensinam os seus alunos a usarem o MD (material didatico). Em decorréncia
muitos professores ndo sentem falta de MD (material didatico) em suas praticas
pedagogicas, ou ndo dispdem de MD (material didatico), ou ndo acreditam nas
influéncias positivas do uso do MD (material didatico) na aprendizagem, ou nao
sabem utilizar corretamente o MD (material didatico). (LORENZATO, 2006, p.34-
35)

Fica reforgada a necessidade de se investir na formagao de professores, pois muitas vezes os
mesmos nao utilizam determinados materiais em suas aulas por ndo se sentirem seguros, nao terem o
dominio de suas potencialidades. Quem sai em desvantagem com isto € o aluno, que deixa de receber

tais estimulos sensoriais e informagdes que podem gerar aprendizagem.

Passos (2006), por sua vez, relata que estes materiais cooperam na relagdo
professor/aluno/conhecimento e destaca a necessidade de discussdes de carater epistemologico sobre
esses recursos na formacdo dos professores. Percebe-se que essa autora encara os materiais
manipulativos como uma ponte que leva o aluno ao conhecimento. Contudo, salienta a autora a suma
importancia da mediagdo do professor, e a formagao deste profissional, pois ¢ isto que determinara de
fato um ensino adequado que podera promover a aprendizagem. Lorenzato (2006), acerca da mediagdo

do professor, salienta que, se o professor concebe a Matematica apenas como uma sequéncia de regras,
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proposi¢oes ¢ deducdes e o intuito € apenas resolver exercicios, avaliagdes € concursos, 0 mesmo
poderia utilizar-se apenas do quadro negro. Destaca que o importante para o aluno é a descoberta, a

investigacdo, ressaltando que:

O modo de utilizar cada MD depende fortemente da concepgdo do professor a
respeito da matematica e da arte de ensinar. [...] Para o aluno, mais importante que
conhecer essas verdades matematicas, ¢ obter a alegria da descoberta, a concepcao
da sua competéncia, a melhoria da autoimagem. A certeza de que vale a pena
procurar solugdes e fazer constatagdes, a satisfacdo do sucesso, e compreender que a
matematica, longe de ser um bicho-papao, é um campo de saber em que ele, aluno,
pode navegar. (LORENZATO, 2006, p.25)

Portanto, reforca a importancia do uso de Materiais Manipulativos no processo de ensino, sem
esquecer, da mediacdo do professor e de que este, o professor, precisa ter objetivos claros com seu

trabalho.

E possivel explorar as potencialidades das criangas com mediag¢do do professor, pois como ja

vimos este ndo serd o protagonista do processo de ensino e sim um mediador.

O Professor precisa utilizar as perguntas e ferramentas adequadas para que o aluno construa
seu conhecimento, como o que € proposto por Dienes (1974) para que o processo de aprendizagem

matematica se verifique continuamente de uma forma criadora.

Dienes ainda, prossegue reafirmando a importancia da resolu¢do de problemas, acreditando
que os mesmos precisam estar vinculados com a realidade do aluno. O mesmo autor assegura que
além da crianca saber resolver um problema, a mesma pode saber cria-lo, e fara isso por meio da

mediagdo do professor, pois o autor afirma que

O papel do professor é o de guia das criancas na aquisi¢do da habilidade de formular
este tipo de pergunta de maneira que as respostas pare¢am surgir do ambiente. A
maneira de formular um problema ¢ tdo importante na aprendizagem quanto a
propria descoberta da solu¢do do problema. (DIENES, 1974, p.49)

Por meio do uso deste material, segundo seu criador, € possivel aprimorar e consolidar
conceitos que precisam ser trabalhados nesta importante fase educacional que o aluno da Educacdo
Infantil se encontra. Para Dienes (1974, p. 01) “os conceitos ndo se ensinam — tudo que se pode fazer ¢
criar, apresentar situagdes e as ocorréncias que ajudardo a forma-los”. Assim, o autor assegura que
diante de situagdes enriquecedoras o aluno poderd constituir alguns dos processos mentais basicos

para a aprendizagem da Matematica.
Conclusoées

Notamos que as vezes se tém a visdo erronea de que o uso de materiais manipulaveis para o
ensino favorece apenas o brincar por brincar, sem nenhuma objetividade e ndo demanda atencdo e
dedicacao do professor. Pelo contrario, embora alguns ainda pensem que o professor utiliza os jogos
como desculpa para ndo aproveitar o tempo de suas aulas, o uso de materiais manipulativos pode

favorecer muito a aprendizagem, se for disponibilizado em atividades enriquecedoras, bem elaboradas.
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Por meio desse trabalho foi possivel perceber que materiais manipulativos, como os blocos 16gicos,
exigem uma preparacdo ¢ um planejamento do professor, para que possa realizar atividades com

intencionalidade educacional.

E por fim, notamos que os Blocos Logicos apresentam uma vasta gama de possibilidades de
trabalho para introdu¢do de conceitos logicos para criangcas em faixa etaria pré-escolar, mas nao
apenas desta faixa etaria, o material pode ser utilizado em outras etapas escolares, desde que o

professor adeque as atividades e maneiras de trabalho.
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Resumo: Este trabalho apresenta uma introducgao ao estudo da Topologia e
alguns principais conceitos como “aberto-fechado”, interior, fecho e fronteira.
Sera apresentado um resultado de equivaléncia entre figuras geométricas a
partir do conceito de continuidade. Com este resultado sera possivel dizer
que um circulo unitario e um quadrado com a medida de seus lados sendo
raiz de dois, sao topologicamente equivalentes.

Palavras-chave: Topologia; espacos topoldgicos; espacos métricos.
1 Introducao

A topologia comegou como ramo da geometria, porém durante o século XX passou por
generalizacoes e hoje pode ser considerada ao lado da Geometria, Algebra e Analise como uma

das partes fundamentais da matematica.

De acordo com Eves(1995), a topologia estuda as propriedades das figuras geométricas
que nao se alteram sob transformagoes topoldgicas, isto é, aplicagbes continuas com suas inversas

também continuas.

Eves(1995), afirma que uma figura geométrica é qualquer conjunto composto por pontos
do espaco tridimensional ou dimensao superior e quaisquer duas figuras que podem ser transfor-

madas topologicamente uma na outra se dizem homeomorfas ou topologicamente equivalentes.

2 Resultados e discussao

Definicao 1. Seja M um conjunto nao-vazio. Uma funcao d : M x M — R é dita ser uma

métrica em M se, para quaisquer x, y e z tenhamos:
(D1) Positividade: d(z,y) > 0.
(D2) Condicao de distancia nula: d(z,y) =0 < x =y.
(D3) Simetria: d(z,y) = d(y, x).

(D4) Desigualdade triangular: Vale d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

2 A realizacdo deste trabalho ndo seria possivel sem o apoio financeiro da Fundacio Araucéria.
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No exemplo a seguir a demonstracao das propriedades de métrica podem ser encontradas
em (Lima, 2015) e (Domingues, 1982).

Exemplo 1. No espaco R" sao métricas as funcoes d, d' e d': Sejam x = (1,22, ..., ) €

y = (Y1,Y2,---»Yn) € R" escrevemos,

d(z,y) = V(21— 912 + .. + (20 — yn)?
d'(z,y) = |21 = 1| + o + |20 — yn]
d'(x,y) = maz{|zs — y1, .., |Tn — yn|}
Usualmente chamamos a métrica d em R™ como métrica usual.

Definigao 2. (Espago Métrico) Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto

nao vazio e d é uma métrica em M. Usualmente dizemos o espago métrico M.

Definicao 3. (Bolas abertas) Seja (M,d) um espaco métrico e p € M. Sendo € > 0 um

nimero real, a bola aberta de centro em p e raio € é o seguinte conjunto
B(p,€) = {x € M/d(x,p) < e}

Exemplo 2. Bolas no espaco R?: As seguintes bolas serdo definidas em relacio as métricas d,

d ed'. Sejap=(a,b) € RZee>0 temos,

FEm relagao a métrica d,

B(p,e) = {(z,y) € R* (z — a)* + (y = b)* < €°}

, . /
Quando a métrica for d ,

B(p,e) = {(z,y) € R* |z —a| + |y — b < ¢}

Quando a métrica for d”,
B(p,€) =la —€,a+ €[x]b—€,b+ €]

Defini¢ao 4. (Diametro de um conjunto) Seja A C M um conjunto nao vazio, se existe
k € R tal que d(z,y) < k para todo z,y € A dizemos que A é limitado. Sendo A limitado

chama-se de diametro de A o niimero

d(A) = sup{d(z,y);z,y € A}

Abaixo estdo algumas propriedades de bolas genéricas de um espago métrico (M,d)

qualquer. As demonstragoes podem ser encontradas em Domingues (1982).
(P1) Dadas B(p,e€) e B(p,0), se € < ¢ entao, B(p,€) C B(p,?).

(P2) Dado ¢ € B(p, €) entao existe 6 de maneira que B(q, ) C B(p, €).
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(P3) Sejam B(p,€) e B(q,d) bolas nao disjuntas. Se t € B(p,e) N B(q,d) entao, existe
A > 0 tal que B(t,\) C B(p,e) N B(q,?).

(P4) Sejam p e q, p # q pontos de M. Se d(p,q) = € entao, B(p,5) N B(q, 5) = 0.
(P5) Dadas B(p,¢) e B(q,9), se €+ < d(p,q) entdo, B(p,e) N B(g,) = 0.
(P6) O diametro de uma bola B(p,€) é menor que ou igual a 2e.

Definicao 5. (Métricas equivalentes) Sejam d e d métricas de um mesmo conjunto M,
diz-se que d e d sao equivalentes se, para cada p € M, qualquer que seja a bola By(p, €), existe
A > 0 tal que By (p,\) C By(p,€). E além disso, vale que para toda bola B (p,€), existe A > 0
tal que By(p, \) C By (p,e). Indicaremos d ~ d .

Definicao 6. (Topologia)Uma colecao 7 de subconjuntos de um conjunto nao vazio F é uma

topologia sobre E se:
i), Eer.
i) X, Yer=XnYer.
iii) Se (X;) é uma familia de membros de 7, entdao UX; € 7.
O par (E,7) é chamado espaco topoldgico.

Definicao 7. (Conjunto aberto)Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto A C M se

diz aberto se para todo p € A existe um ndmero real € > 0 tal que B(p,€) C A.

Exemplo 3. Consideremos sobre R a métrica usual. A =]a,+oo] é aberto para todo a € R,

uma vez que dado p € A, tomando € = 25%, temos |p — €, p + €[C A. De modo andlogo se prova

que sdo abertos nesse espago todos os intervalos do tipo |a, b[.

Neste mesmo espago nao sao abertos os conjuntos [a, b[ e [a, +00[ para quaisquer a,b € R,

a < b, pois nenhuma bola aberta de centro em a esta contida nesses conjuntos.

Exemplo 4. Toda bola aberta B(p,€) num espago métrico (M,d) é um conjunto aberto. A

propriedade P2) das bolas abertas nos garante a afirmagao.

Proposicao 8. Seja A a cole¢ao dos conjuntos abertos de um espago métrico (M,d). Entdo:
i) 0, E € A
ii) A, Be A= ANBec A

iii) Se (A;) € uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; € A, entdo
UA; € A.

Prova. i) O conjunto () ndo contém pontos para contrariar a defini¢ao, logo é aberto.
M é um conjunto aberto pois toda bola de centro em p € M é um subconjunto de M.

ii) Seja p € AN B. Entao existem ¢ > 0 e A > 0 tais que B(p,e) C A e B(p,\) C B.
Supondo € < A, a propriedade (P1) das bolas abertas garante que B(p,e) C B(p,\) e como
B(p,\) C B, entao B(p,\) C AN B.
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iii) Seja p € UA;, entao existe um indice ¢ tal que p € A, e como A; é aberto, para um

certo € > 0 vale a relagdo B(p,€) C As. Entao B(p,e) C UA;. Logo UA; é aberto.

Levando em conta a defini¢ao 5, .4 é uma topologia e (M, .A) um espago topolégico.

Proposicao 9. Sejam dy e do métricas equivalentes sobre M. Se Ay € a cole¢ao dos conjuntos

abertos de (M,dy) e Ay € a cole¢io dos conjuntos abertos de (M,ds) entao A1 = As.

Prova. Ver Domingues(1982). O

Defini¢ao 10. (Ponto interior) Seja (M, d) um espago métrico. Se A C M, um ponto p € A
¢ chamado de ponto interior ao conjunto A se existe € > 0 tal que B(p,e) C A. O conjunto dos

pontos interiores de A é chamado interior de A e indicado por A°. E claro que A° C A.

Proposicao 11. Se todos os pontos de A sdo interiores, isto €, se A = A°, entdo A ¢ aberto.

Prova. De fato, dado p € A, existe € > 0 de modo que B(p,e) C A. A reciproca também é

vélida, assim temos que: A é aberto se, e somente se A = A°. O

Exemplo 5. Vamos considerar na reta real os intervalos A = [a,b] e B = [a,4+00[. Em ambos
0s casos 0 ponto a nado é interior: um intervalo Ja — €, a + ¢[= B(a, €) nao estd contido nem em

A nem em B.

Definigao 12. (Fronteira) A fronteira de um conjunto A C M é o conjunto A, formado pelos
pontos p € M tais que toda bola aberta de centro em p contém pelo menos um ponto de A e

um ponto do complementar M — A.
Proposicao 13. A C M ¢ aberto se e somente se ANJA = @.

Prova. Ver Lima(2015). O

Definicao 14. (Conjunto fechado) Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto F' C M

se diz fechado se, e somente se M — F' é aberto.

Exemplo 6. Na reta real sao fechados os intervalos do tipo [a, b], [a, +oo[ e | — o0, a].

Isto é fato pois,

M — [a,b] =] — 00, a[U]b, +o0] e cada um destes intervalos é aberto,
M — [a, +oo[=] — 00, a] é aberto,
M—] — o0, a] =]a, +o00[ é aberto.

Proposicao 15. Seja F a cole¢ao dos conjuntos fechados de um espago métrico (M, d). Entao:
i) 0 e M pertencem a F.
it) HHF € F= HUF € F.

iii) Se F; € uma familia de conjuntos fechados de M, entio NF; € F.
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Prova. Ver Domingues(1982). O

Definigao 16. (Fecho de um conjunto) Seja A um subconjunto de um espago métrico (M, d).

Um ponto p € M se diz aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale B(p,€) N A # ().

O conjunto dos pontos aderentes ao conjunto A se diz fecho de A e é denotado por A.

Proposicao 17. Seja (M,d) um espago métrico. Entdo, para todo A C M wale a relagdo

(A)¢ = (A°)°. (O complementar do fecho de A é igual ao interior do complementar de A).
Prova. Ver Domingues(1982). O
Corolario 18. O conjunto F C M ¢é fechado se e somente se F = F.

Prova. Ver Domingues(1982). O

Defini¢ao 19. (Funcao continua)Sejam M e N espacos métricos. Uma fungao f: M — N

se diz continua no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe 6 > 0 de modo que

d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e

A funcéo f serd continua quando ela for continua em todos os pontos de M.

Proposicao 20. Uma funcao f: M — N € continua no ponto p € M se, e somente se, dada

uma bola B(f(p),€) existe uma bola B(p,?d) tal que

f(B(p,d)) C B(f(p)se).

Prova. (=) Dada a bola B(f(p), €) considerando seu raio €, existe, por hipdtese ¢ > 0 tal que

d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e

Considerando a bola B(p,d) vamos mostrar que sua imagem direta por f estd contida
em B(f(p),e). De fato, se y € f(B(p,0)) entao y = f(z) com = € B(p,d). Dai, d(z,p) < § —
d(f(x), f(p)) <e. Assimy = f(z) € B(f(p),e).

(«=) Por hipétese, dada uma bola B(f(p),€), existe B(p,d) tal que

f(B(p,6)) C B(f(p),e).

Dado y € f(B(p,9)), como f(B(p,d)) C B(f(p),€), entdo d(y, f(p)) < €, mas y = f(x)
para algum x € B(p,d) entao d(z,p) < . Logo, z € B(p,0) — f(x) € f(B(p,d)) C B(f(p),e€)
assim, d(z,p) < 6 = d(f(x), f(p)) <e. O

Proposicao 21. Se f : M — N eg: N — P sdo continuas, entdo go f : M — P também €

continua.

Prova. Ver Domingues(1982). O
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Definicao 22. (Espagos homeomorfos) Se M e N sao espagos métricos, uma aplicagao

f: M — N é chamada homeomorfismo se, e somente se
a) f é bijetora.
b) f e sua inversa f~! sdo continuas.

Neste caso os espagos M e N se dizem homeomorfos.

Observagao 1. Se f: M — N e g : N — P sao homeomorfismos entao go f : M — P também

¢ um homeomorfismo.

Nos exemplos a seguir vamos nos limitar apenas a apresentar o homeomorfismo sem

exibir sua verificagao.

Exemplo 7. O circulo unitario S = {(z,y) € R%;2? + 4% = 1} e o quadrado Q = {(z,y) €

R?; |z| + |y| = 1} do espago euclidiano sdo homeomorfos.

O homeomorfismo que relaciona esses dois espacos é dado pela funcio f : Q — S*,

definida por
& Yy

(\/x2+y2’ \/:c2+y2).

Exemplo 8. O plano perfurado X = {(z,y) € R? ;2 # 0,y # 0} e o cilindrico circular reto

f(z,y) =

Y = {(z,9,2) € R? 2?2 + y? = 1} sdo homeomorfos.

O homeomorfismo que relaciona esses dois espacos e dado pela funcao f : Y — X definida
por

[y, 2) = (we”, yeo).
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Resumo: Se estuda o conceito de fung¢ao em um de seus aspectos mais
importantes desde a perspectiva do ensino, sua defini¢cao. Especificamente,
trata das diversas versoes que aparecem no contexto da Licenciatura. Através
da andlise de alguns textos universitarios que poderiam-se considerar na bi-
bliografia complementar de algumas disciplinas, o estudo leva a verificagao
da existéncia de trés formas principais de definicao que se descrevem e co-
mentam: fungdo como conjunto de pares ordenados, funcao como grafo
funcional e funcao como correspondéncia.

Palavras-chave: Relacao; Correspondéncia; Fungao

Introducao

Um estudo acerca do conceito de funcao compreenderia como questoes conceituais a
resolver: o significado do termo, as formas de representar, as propriedades de uma
funcdo e quais representacoes garantiriam quais propriedades. Neste artigo estudamos
o conceito de funcado em um de seus aspectos mais importantes desde a perspetiva do ensino,
sua definicao, é dizer intentamos resolver a primeira das questoes conceituais, o significado do
termo. Nosso estudo se refere especificamente, as diversas versoes de definicdo que aparecem no
contexto da Licenciatura e se realiza através da andlise de textos universitarios que poderiamos
considerar na bibliografia complementar de algumas disciplinas. Este estudo leva a verificacao
da existéncia de trés formas principais de definicao que descrevemos e comentamos na seguinte
distribuicao tematica: na seccao 1, funcao como conjunto de pares ordenados, a secgao 2
trata da funcdo como grafo funcional e, finalmente, na seccdo 3 se trata da funcdo como

correspondéncia.

1 Funcao como conjunto de pares ordenados:

Mac Lane, (MAC LANE, 1998), descreve algumas das ideias intuitivas das fungoes e da
dependéncia funcional: férmula, regra, grdfico (curva do plano), tabela de wvalores,
dependéncia e sintaxe. Logo de assinalar suas limitagoes, manifesta a necessidade de uma

definicao formalmente rigorosa do termo. A seguinte é uma definicdo dada por Mac Lane:

Definigao. Uma func¢ao f do conjunto X no conjunto Y é um conjunto S C
X x Y de pares ordenados que para cada x € X contém exatamente um par
ordenado (z,y) com o primeiro componente z. O segundo componente desse
par é o valor da fungdo f no argumento z, escrito f(z). Chamamos X de
dominio e Y o codominio da fungdo f. (MAC LANE, 1998, p.127-129)
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Mac Lane diz que f é funcao do conjunto X no conjunto Y se

1. f é um subconjunto S de X x Y.

2. paracada z € X, S contém exatamente um par ordenado (x, y) com o primeiro componente
x, equivalentemente, para cada x € X, existe exatamente um y € Y talque S contém o

par ordenado (z,y).

Observe-se que poderia (deveria) se escrever f em lugar de S. Para que usar dois simbolos
distintos para denotar o mesmo objeto. Desta forma, f é funcdo do conjunto X no conjunto Y

ou, mais simplesmente, de X em Y, se

(i) fCXXY e

(44) (Vz € X): f contém exatamente um par ordenado com o primeiro componente x.
E fécil ver que a condicio (i) é equivalente com:
(i) VoeX):(3AyeY): (x,y) € f

Observe-se também que nao hd mencao alguma ao termo relacdo. Claro estd que isto nao
invalida a definicao dada.
Finalmente, no paragrafo citado a seguir, o autor, declara que esta definicao é formal e que de

maneira plausivel mantem as intencoes das descrigoes pre-formais de uma funcao.

Isso fornece uma definicao formal que, de maneiras plausiveis, corresponde a
intengao das varias descrigoes pré-formais de uma funcao. Especificamente, ele
fornece y, dependendo de x. Se alguém imaginar uma lista de todos os pares
ordenados (1, 1), (T2,¥2), (x3,¥y3) ... no conjunto S, essa lista serd apenas
a tabela (geralmente infinita) de valores da fungdo. Se alguém visualizar os
conjuntos X e Y como “ espacos ” de algum tipo, o produto cartesiano X x Y
serd um ”espaco” (na Figura 1 um cilindro) e a func¢ao S serd um subconjunto
do produto que corta a cada subespago ”vertical” {} x Y em exatamente um
ponto. Portanto, S é uma curva nesse espago do produto. Em vista desses
exemplos, o conjunto S de pares ordenados é frequentemente chamado de grafo®
da funcao - embora em nossa definicao, a funcao seja seu grafo.

(MAC LANE, 1998, p.127-129)

“No texto original: graph

Examinemos agora outra definicao de funcao dentro desta linha de apresentacao:

Se X e Y sao conjuntos, o produto cartesiano X X Y é o conjunto de todos os
pares ordenados (x,y) de modo que z € X ey € Y. Uma relacio de X a 'V
é um subconjunto de X x Y. (Se Y = X, falamos de uma relagdo em X.) Se
R for uma relagao de X a Y, iremos as vezes escrever Ry para significar que
(z,y) € R. (FOLLAND,1999, p.3)

Os tipos mais importantes de relagoes sdo as seguintes: |...]

Mapeamentos. Um mapeamento f: X — Y é uma relagao R de X a Y com
a propriedade que para cada x € X existe um unico y € Y tal que xRy, neste
caso escrevamos y = f(x). As vezes, os mapeamentos sio chamados mapas
ou fungoes; geralmente reservamos o ltimo nome para o caso em que Y é C
ou algum subconjunto dele. (FOLLAND,1999, p.3)



Anais da XXXIV Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 41

A partir desta definicao, podemos destacar que:

1. [RéumarelagéodeXaY]ngCXXY
2. (a:,y)eRgthy
’ . de
3. f C X xY éuma funcao =] VeeX)3lyeY): (z,y) ef

4 (zy) e f ¥ y=f(z)

De aqui, concluimos que as func¢oes de X em Y sao relacdes de X em Y e que nem toda relacao
de X em Y é uma funcao de X em Y. A expressao f: X — Y é simplesmente uma notacao
para indicar que a relagao f é uma fungao. A alusdo a R na definicao de fungdo dada pelo autor
é dispensavel.
A seguir uma apresentacao do conceito que, dentro desta forma de definir funcao, como conjunto
de pares ordenados, parece ser mais coerente.
1. PARES ORDENADOS
Par ordenado
Sejam z e y objetos quaisquer. O par ordenado (x,y) é definido como o con-
junto {{z},{z,y}}. E facil verificar a propriedade fundamental dos pares or-
denados: (x,y) = (u,v) se e somente se x = u e y = v. De maneira mais geral,
podemos definir de forma semelhante uma n-upla ordenada (z1,...x,) com

a propriedade (z1,...%,) = (Y1,...Yn) s€ e somente se T1 = Y1,... Ty = Yn.
(MADDOX, 1970 p.5)

Conforme a definigao, temos

(@) Y o) {oy)} e @y =(wv)sr=uey=u

Observe-se que um par ordenado ¢é por definicao um conjunto.

2. RELAQAO. De posse do conceito de par ordenado, procede a definir o conceito de relagao.
Relacao
Uma relacao p é definida como um conjunto de pares ordenados. Por exemplo,
p={(1,2),(a,b)} é uma relacao.

Notagao equivalente para (z,y) € p é xpy. Assim, em nosso exemplo, podemos
escrever 1p2 em vez de (1,2) € p. (MADDOX, 1970 p.5)

Pode-se observar que o conceito de relacao é geral e nao faz alusao a outro conjunto que nao
seja a relacao mesma.
3. PRODUTO CARTESIANO

Um tipo importante de relacao é o

Produto cartesiano
Sejam X e Y conjuntos. Entao

XxY={(z,y)|lreXeyeY}

é chamado o produto cartesiano de X e Y. (MADDOX, 1970 p.5)

Sendo o produto cartesiano um conjunto de pares ordenados, em virtude da definicao dada, é

uma relacao. De fato, conforme a definicao dada, qualquer subconjunto do produto cartesiano €
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uma relacao.

4. DomiNIO E IMAGEM? DE UMA RELAGAO

O dominio de uma relagao é o conjunto de todas as primeiras coordenadas
de seus membros. A imagem é o conjunto de todas as segundas coordenadas.
(MADDOX, 1970, p.6)

Se R é uma relacao, isto é, um conjunto de pares ordenados, entao

def

z € Dominiode R & Jze€R: z= (z,y)

Também

yelmagemde R & JzeR: 2z = (2,y)

5. FuNgAO
De forma andloga ao de relagdo, a definicao de funcao é geral. Ela nao faz alusao a conjunto

algum a nao ser ele mesmo, pois, sendo uma relagao, a funcao € um conjunto de pares ordenados.

Funcao

Uma fungao f é definida como uma relagao, de modo que se (z,y) € fe (z,2) €
f entao y = z. Quatro outros termos para a fungao sao mapa, mapeamento,
operador e transformacao

Nosso conceito de fungao como um determinado conjunto de pares ordenados
é o que alguns chamariam de grafo® de uma funcao. pois eles definem uma
funcao como uma ‘regra’ ou algo assim. Na ocasiao, usaremos o termo ‘grafo
da funcgao’, quando isso parecer mais expressivo. No entanto, para nés, uma
funcao e seu grafo sdo exatamente a mesma coisa. (MADDOX, 1970 p.6)

“No texto original graph

Segundo a definicao, uma relagdo f é uma funcdo se, e somente se, cumpre

(ry)ef e (v,2)ef=y==z
6. FUNGAO DE X EM Y

Se f é uma fungao e (x,y) € f, escrevemos y = f(x), que é a notagdo conven-
cional para y como funcao de x. Dizemos que y é o valor de f em x ou que y
é a imagem de x pela fungao f.
A notagao

f: XY

atualmente é amplamente utilizada em matematica. E interpretado como ‘f
é uma fungao do conjunto X no conjunto Y’. O significado de f: X — Y é
que X é o dominio de f e que a imagem de f é um subconjunto de Y, nao
necessariamente todo Y. (MADDOX, 1970 p.7)

Assim, uma “funcdo de X em Y ” é uma “funcdo” com Dominio X e Imagem contida

emY

3Traduzimos o termo range como imagem
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2 Funcao como Grafo de uma relagcao funcional

Antes de iniciar a exposi¢cao desta forma de definir fungdo, deve-se fazer algumas ob-
servacoes relativas ao significado dos termos usados.
Relagao: Define-se relagdo R entre elementos  de um conjunto X e elementos y de um con-
junto Y uma propriedade definida no conjunto X XY caracteristica de um subconjunto
G de X x Y. Isto enquadra-se na definicao mais geral seguinte:
Propriedade definida em um conjunto: Seja F um conjunto e A uma parte de E. Chama-
se propriedade caracteristica de A todo critério que permite decidir, para todo x de E, entre
as duas proposicoes “r € A, x ¢ A”. Assim, se p é uma propriedade caracteristica do conjunto
A C FE ez € A, entdo a proposicdo “x cumpre a propriedade p” é verdadeira e escreve-se p(x).
Logoz € A< p(x) e A= {x € E|p(x)}.
Isto permite estabelecer o significado do termo grafo como sendo o conjunto G C X x Y para
o qual R é uma propriedade caracteristica. Assim para (z,y) € X x Y, a proposicao R(z,y) é
equivalente a (z,y) € G e G = {(z,y) € X x Y |R(z,y)}. Como pode se ver, neste contexto,
o termo grafo nao tem o sentido intuitivo de grdfico como curva representativa de uma

relacao.

Segue a definicao dada por Dieudonne:

GRAFO DE UMA RELAGAO FUNCIONAL

4. Mapeamentos® Sejam X, Y dois conjuntos, R(x,y) uma relacao entre
rz € X ey €Y, diz-se que R ¢é funcional em y, se, para cada x € X, houver
um e apenas um, y € Y, de modo que R(z,y) é verdadeiro. O grafo dessa
relacdo é chamado de grafo funcional em X X Y'; esse subconjunto F' de X xY
é, portanto, caracterizado pelo fato de que, para cada z € X, hd um e apenas
um y € Y de modo que (z,y) € F; esse elemento y é chamado de wvalor de F
em x e é denotado por F(z). (DIEUDONNE, 1960, p.5)

“Na versao traduzida ao espanhol: Aplicagées. (DIEUDONNE, 1966, p.15)

FUNCAO E UM GRAFO FUNCIONAL

Um grafo funcional em X x Y também é chamado de mapeamento de X em'Y
ou uma funcao definida em X, assumindo seus valores em Y. E habitual, na
linguagem, falar de um mapeamento e de um grafo funcional como se fossem
dois tipos diferentes de objetos em correspondéncia um a um, e falar, por-
tanto, do “grafo do mapeamento”, mas isso é uma mera distin¢ao psicolégica
(que corresponde a se olhar para F' “geometricamente”’ou “analiticamente”).
(DIEUDONNE, 1960, p.5)

DISTINGAO ENTRE A FUNGAO E UM DE SEUS VALORES: F' # F(z), Fe P(X xY), F(x) €Y.

Em qualquer caso, é fundamental, na matematica moderna, acostumar-se a
considerar um mapeamento como um objeto simples, apenas como um ponto
ou numero, e fazer uma distingao clara entre o mapeamento F' e qualquer um de
seus valores F'(x); o primeiro ¢ um elemento de P(X x Y’), o segundo elemento
de Y, tem-se F = {(z,y) € X xY |y = F(x)}. Os subconjuntos de X x Y, que
possuem a propriedade de serem grafos funcionais, formam um subconjunto de
P(X xY), é chamado de conjunto de mapeamentos de X em Y e escrito Y~
ou F(X,Y). (DIEUDONNE, 1960, p.5)

Nesta definicao podemos destacar os seguintes aspectos:
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1. Dada uma relagcio Rentrez € X ey €Y.

R € funcionalem y < (Ve e X) 3lyeY) : R(z,y)

2. Seja F = {(z,y) € X xY : R(z,y)} C X xY. F diz-se grafo funcional em X xY é

chamado também aplicacdo de X em Y ou funcao definida em X tomando valores em Y .

3. F' é um subconjunto de X x Y caracterizado por (Vo € X)(3lyc€Y) : (z,y) € F.

4. R(z,y) “ (z,y) € F @ y = F(z) = y é chamado o valor de F' em .

Assim, segundo Dieudonne, uma funcao F' é o grafo de uma relagdo R entre x € X e

y €Y funcional em y.

Pode-se determinar uma funcao pela construcao dos valares funcionais:

Se, para cada x € X, construimos um objeto T(x) que é um elemento de Y,
a relagdo y = T'(x) é funcional em y; o mapeamento correspondente é escrito
x — T(z). Esta é, obviamente, a definigdo usual de um mapeamento; ele
coincide essencialmente com o dado acima, pois se F' é um gréafico funcional, é
o mapeamento x — F(z). (DIEUDONNE, 1960, p.6)

Sendo a fungao um conjunto, pode-se enunciar a igualdade de fungoes pela igualdade dos valores

que assumem para cada valor do argumento.

Da defini¢ao de igualdade de conjuntos (1.1) segue que a relagdo F' = G entre
dois mapeamentos de X em Y ¢ equivalente a relagdo “F(x) = G(z) para todo

x € X.”(DIEUDONNE, 1960, p.6)

Observe-se que, segundo a definicao dada por Dieudonne, uma funcao é também um conjunto

de pares ordenados. Porém o enfoque é diferente.

3 Funcao como correspondéncia

Um dos livros de uso frequente nos cursos de graduacao ¢ o da colecao Schaum Teoria

de conjuntos e Temas Afins. Nele encontramos a seguinte definicao de fungao:

Se a cada elemento de um conjunto A, de alguma forma, se faz corresponder
um elemento tnico de um conjunto B, diz-se que essa corespondéncia é uma
funcao. Denotando essa correspondéncia por f, escrevemos

f:A—B

que se 1é “f é uma funcao de A em B”. O conjunto A é chamado dominio
de defini¢do da fungao f, e B é chamado codominio de f. Por outro lado, se
a € A, o elemento de B que corresponde a a é chamado de imagem de a e é
indicado por

f(a)
que 1& “f de o”. (LIPSCHUTZ, 1972)

Pode-se observar nesta definicdo a presenca do termo correspondéncia. O autor afirma que

essa correspondéncia é uma funcao. Assim, uma funcdo € uma correspondéncia. O termo



Anais da XXXIV Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 45

correspondéncia que define o objeto nao é previamente definido. Isto, deixa a definicao dada
na informalidade.

A seguinte é uma defini¢do de correspondéncia que faz uso do termo “comparacao”. Estabelece
a formacao do conceito a partir de um processo de comparacao dos elementos de um conjunto

com os elementos de outro conjunto.

1-4 CORRESPONDENCIAS

a) Defini¢ao de correspondéncia.

Vamos examinar dois conjuntos X e Y. Os elementos desses conjuntos po-
dem ser comparados entre si de alguma maneira, formando pares (z,y). Se o
método dessa comparagao for determinado, para cada elemento x € X o ele-
mento y € Y com o qual o elemento x é comparado é indicado, diz-se que entre
os conjuntos X e Y a correspondéncia foi estabelecida, portanto, nao é abso-
lutamente necessario que todos os elementos dos conjuntos X e Y participem
da comparagdo. (KORSHUNOV, 1976, p.44)

Aqui se descreve o processo de como se estabelece uma correspondéncia, mas ainda nao diz o

que é uma correspondéncia.

Para representar uma correspondéncia, é necessario destacar:

1) o conjunto X cujos elementos sdo comparados com os elementos do outro
conjunto;

2) o conjunto Y cujos elementos sdo comparados com os do primeiro conjunto;

3) o conjunto @ C X x Y que define a lei de acordo com a qual a corres-
pondéncia é aplicada, ou seja, que lista todos os pares (z,y) que participam
da comparacdo. Assim, o mapeamento designado por g representa a triade

de conjuntos
q=(X,Y,Q) (1-49)

em que (Q C X x Y Nesta expressao, o primeiro componente X é chamado de
dominio de partida da correspondéncia, o segundo componente Y, o dominio
de chegada da correspondéncia e o terceiro componente @Q é o grafo® da corres-
pondéncia. (KORSHUNOV, 1976, p.45)

“No texto traduzido ao espanhol:grdfica

Segue sem definir correspondéncia e assinala que para representar uma correspondéncia é ne-
cessario destacar trés conjuntos. Assim, se procede a representar um objeto ainda nao definido.
Diz-se, que a correspondéncia q representa-se pela triade (X,Y, Q). Talvez deveria se dizer que
a correspondéncia q € a triade (X,Y, Q) definindo assim o termo correspondéncia. Anuncia que

o termo grafo serd explicado ao estudar um tipo particular de correspondéncia, a funcao.

T T rd expli m mai udar i it
O termo “grafo” sera explicado e ais detalhes ao estudar o tipo especifico
de correspondéncia chamado funcao

Assim, uma funcdo é uma correspondéncia. Assinala que existem outros dois conjuntos indis-
soluvelmente ligados com a correspondéncia. Define logo o dominio de defini¢ao, PriQ, e o

dominio de valores, Pro(), da correspondéncia.
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Além dos trés conjuntos examinados X, Y, ), os dois conjuntos a seguir também
estao inseparavelmente relacionados a cada correspondéncia: o conjunto Pri@Q
denominado dominio de definicao de correspondéncia, formado pelos elementos
do conjunto X que entram em comparagao e o conjunto Prs(@) chamado o
dominio de valores da correspondéncia, composto pelos elementos do conjunto
Y que sdo comparados. (KORSHUNOV, 1976, p.45)

As definigoes dadas podem-se exprimir da forma seguinte:

r€PriQ & (3z€Q): z=(x,y)
y€PraQ & (32€Q): 2= (z,9)

A seguir se define reflezo como uma correspondéncia e, a sua vez, func¢do, como um reflezo.

1-5 REFLEXOS E FUNCOES

a) Reflexos e suas propriedades

Seja X e Y conjunto, sendo I' C X x Y e PriI' = X. A triade dos conjuntos
(X,Y,T") define uma certa correspondéncia que possui a propriedade de que
seu dominio de definicao PriI" coincide com o conjunto de partida, ou seja,
com X e, portanto, essa correspondéncia é definida em todas as partes em X.
Em outras palavras, para cada ¢ € X existe um y € Y tal que (z,y) € I'.
Essa correspondéncia definida em todo lugar é chamada reflexo de X em Y e
é expressa por
r-Xe—y

(KORSHUNOV, 1976, p.47)

Segundo a definicdo um reflexo é uma correspondéncia cujo dominio de defini¢ao é todo o con-

junto de partida. A seguir a definicdo de funcao:

c) Funcao, funcional e operador

Vamos examinar um certo reflexo
f: XY (1-172)

Esse reflexo é chamado func¢do se for univoco, ou seja, para qualquer par
(x1,9y1) € f e (x2,y2) € f de z9 = x1, segue-se que y» = y;.(KORSHUNOV,
1976, p.51)

Conforme isto, uma fung¢do é um reflexo univoco. Assim, uma fun¢do é uma correspondéncia

univoca cujo conjunto de definicdo € o conjunto de partida.
(X,Y, f) é uma fungdo < (i) Prif =X e (ii) [(z,y1) € f e (z,y2) € f = y2 = y1]

Esta auséncia de uma definicao previa de correspondéncia, que achamos ao inicio, também é

preenchida por Queysanne:

10. Correspondéncia entre elementos de um conjunto A e elementos
de um conjunto B

a) Seja R uma relacdo entre = elemento de A e y elemento de B, seja G seu
grafo; chama-se correspondéncia entre A y B o triplete (A,B,G). A é o
conjunto de saida, B o conjunto de chegada, G é o grafo da correspondéncia.
(QUEYSANNE, 1964, p.29)
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De pose da definicao de correspondéncia, Queysanne, passa a caracterizar uma funcao como

sendo uma correspondéncia enunciando a seguinte defini¢ao de correspondéncia funcional:

¢) Uma correspondécia (A, B, G) é funcional em y se, qualquer que seja = de
A lhe corresponde um elemento y de B e somente um pela correspondéncia.
(QUEYSANNE, 1968, p.30)

Finalmente, a defini¢ao de funcao:

Nocao de aplicagao (ou fungao)

Dados dois conjuntos A e B, uma aplicagao f de A em B é uma corres-
pondéncia entre um elemento de A e um elemento de B, funcional para este
elemento de B. (QUEYSANNE, 1964, p.31)

Desta maneira, funcao é uma correspondéncia funcional. A seguir se da uma explicacao
mais extensa da definicao dada:

Em outras palavras:

Qualquer que seja x elemento de A, a aplicacao f faz corresponder a = um

tnico elemento y de B. Dizemos que f aplica A em B ou f é um aplicagao
de A em B. (QUEYSANNE, 1964, p.31)

Agora um pouco de notagao e nomenclatura:

A palavra funcdo é sinonimo da palavra aplicacdo; dizemos que a funcao f é
definida em A e toma seus valores em B.

A é o conjunto de saida ou o conjunto de definicao de f, B o conjunto de
chegada de f.

Queysanne comenta o costume do uso do termo funcado para referir-se a aquelas que possuem

valores numéricos.

1. E habitual usar a palavra “funcao” especialmente quando o conjunto de
chegada é um conjunto de “ntimeros”, ou seja, uma parte de R ou C, mas esta

regra nao é absoluta.(QUEYSANNE, 1964, p.31)
Define logo o argumento e o valor da funcao:

O elemento arbitrario z de A é a variavel ou argumento da fungdo. O elemento
unico y de B que corresponde a z é denotado como f(x); é o valor da fungao
em 2z ou a imagem de x por f se1é “f de 7. (QUEYSANNE, 1964, p.31)

Deve-se lembrar o que é o grafo da funcao:

O grafo da aplicagao ou funcao f é a parte de A x B definida por:

G ={(z,y) emAx Bly = f(z)}.
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Notagoes. Escrevemos:

f:A—» Boud 4B
que lemos: 7 f aplica A em B”. Também escrevemos:
(Vz € A) [z — f(z) € B]
ou mais simplesmente:

x> f(x)

quando nenhuma confusio deve ser temida; lemos “x d4 f(z) por f”ou “x tem
imagem f(x) por f"ou “f envia x a f(x) ”.

Em vez de f(z), escrevemos em alguns casos f, que lemos “f subindice 2”;
[--]. (QUEYSANNE, 1964, p.31-32)

O seguinte paragrafo ressalta o fato de que uma funcéo f de A em B, sendo uma correspondéncia,

é um triplete (A, B, G),

isto é, f = (A, B, ). Isto permite estabelecer a igualdade de funcoes e,

consequentemente, determinar quando duas funcoes sao diferentes:

Uma aplicacao é, portanto, uma terna ordenada! f = (A, B, G), duas aplicagoes
f=(AB,G) eg=(A4,B' G) sao, portanto, iguais se e somente se:

A=A, B=DB, G=¢

isto é, se eles tiverem o mesmo conjunto de partida, o mesmo conjunto de
chegada e se:

(Ve e A) f(z) =yg(z)
entdo escrevemos: [ =g. (QUEYSANNE, 1964, p.32)

Assim, por exemplo, as fungoes f: R — R; f(z) =sinzeg: R — [-1,1]; g(z) = sinz, sao

funcoes diferentes.

A seguinte observacio

multiplos erros.

Elas nao serao iguais (f # g) se pelo menos uma dessas condi¢oes nao for
atendida. Em particular, se A = A’ e B = B’, f # g é equivalentes a:

Gz e A) [f(z)# g(x).

O conjunto de todos as aplicagoes de A em B é um novo conjunto denominado
F(A, B). (QUEYSANNE, 1964, p.32)

adverte acerca de um frequente abuso de linguagem que é fonte de

OBSERVACAO. Se nenhuma confusio deve ser temida, podemos dizer “a
aplicacdo (ou fungdo) f : = — f(x)”; por outro lado, a expressao “seja a
funcao f(z)” é um grave abuso de linguagem, de fato:

f(xr)e B e feF(A, B).

Esta confusao entre o valor de uma funcao em x e a funcao f infelizmente €
muito frequente, € a fonte de muitos erros.

Portanto, nao devemos dizer a “funcao cosz”, mas:

- a fungao = — cosz

- ou a fungdo cosseno. (QUEYSANNE, 1964, p.32)

Finalmente, todo o anterior se resume na seguinte definicao:
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4. Funcgoes

DEFINIGAO 9 .- Dizemos que um grafo F' é um grafo funcional, se, para todos os
x, houver no maximo um objeto correspondente a = por F (I, p. 40 ) Dizemos
que uma correspondéncia f = (F, A, B) é uma fungéo se o grafo F for um grafo

funcional e, se o conjunto de partida A for igual ao conjunto de defini¢ao pri F’
(BOURBAKI, 1970, E II 13, §3 n2 5.)

Assim,
f=(F,A B) éuma funcao < (i) F' é um grafo funcional e (ii) PriF' = A

Em outras palavras, uma correspondéncia f = (F, A, B) é uma fungao se, para
todos os x pertencentes ao conjunto de partida A de f, a relagdo (z,y) € F é
funcional em y (I, p. 41); (BOURBAKI, 1970, E IT 13, §3 n® 5.)

Assim, se f = (F, A, B) é uma correspondéncia,
f é uma funcdo & (Va € A): arelagao (r,y) € F é funcional em vy
equivalentemente,
f éuma funcao & (Vo€ A)(Alye B): (z,y) € F

o objeto unico correspondente a x por f é chamado de valor de f para o
elemento z de A e é designado por f(z) ou f, (ou F(z) ou F,). (BOURBAKI,
1970, E 11 13, §3 n2 5.)

Um dos autores mais prestigiosos e recomendados no ensino superior de matematica, é sem
duvida alguma, o Professor Elon Lages Lima, registremos a defini¢do de fungdo dada em um de

seus livros:

§3 Funcoes

Uma funcdo f : A — B consta de trés partes: um conjunto A, chamado
o dominio da fungado (ou conjunto onde a fungao é definida), um conjunto B,
chamado o contradominio da fungao, ou o conjunto onde a fungao toma valores,
e uma regra que permite associar, de modo bem determinado, a cada elemento
x € A, um unico elemento f(z) € B, chamado o valor que a funcao assume em
2 (ou no ponto z).

Usa-se a notagdo x — f(z) para indicar que f faz corresponder a x o valor

f@). [--]
O gréfico de uma funcdo f: A— Be[---]:
G(f) ={(z,y) € Ax By = f(x)}

(LIMA, 2004, pp.13-14).

A definicdo dada acima, nao diz o que é uma funcdo, mas fala que tem trés partes, podemos
supor que se trata de uma terna ordenada. Agora, se a regra faz corresponder de modo bem
determinado a cada elemento de A o elemento de B, ela determina o subconjunto G(f) de
A x B que menciona pouco depois. Assim, podemos inferir que de forma implicita trata-se da
correspondéncia (A, B,G(f)). Isto coloca a definigdo na corrente “bourbakiana” do conceito.

Nesta linha, temos também a definicao dada pelo prestigioso Professor Luiz Adauto Medeiros,
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Define-se (conforme Dirichlet (1887)) como fungdo f : X — Y, um objeto
constituido por dois conjuntos - X o dominio da fungdo, ¥ o conjunto contra-
dominio da fungao - e uma regra geral que a cada r € X associa um unico
y € Y. Denota-se uma funcao f por

f: X Y;y=f(z) ou z— f(x)

(MEDEIROS, 2005, p.18)
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Resumo: Neste trabalho apresentamos um teorema que garante a existéncia
de solucao para uma equacao diferencial ordindria. Tal resultado é conhecido
na literatura por Teorema de Peano. A prova é feita usando o Teorema de
Ascoli-Arzela.

Palavras-chave: Teorema de Ascoli-Arzeld; Teorema de Peano; equacoes
diferenciais ordinarias.

1 Introducao

Em Anaélise Matematica é usual nos depararmos com problemas que envolvem a busca
por conjuntos compactos. Um espago bastante utilizado em problemas envolvendo o estudo de
equagoes diferenciais é o espaco formado pelas fungoes continuas f : [a,b] — R, denotado por
C([a,b]). Um resultado cldssico que nos fornece informagdes sobre questdes envolvendo compa-
cidade neste conjunto é o Teorema de Ascoli-Arzeld. Sua demonstragao pode ser encontrada em

Kolmogorov e Fomin (1982).

Neste trabalho empregaremos o Teorema de Ascoli-Arzeld para provar a existéncia de
solucdo para um problema envolvendo uma equagao diferencial ordinaria. O Teorema provado
¢é conhecido na literatura por Teorema de Peano. Tal teorema é muito importante no estudo
de equacgoes diferencias ordindrias, pois abrange uma classe ampla de nao linearidades. A prova
apresentada aqui pode ser encontrada em Kolmogorov e Fomin (1982), Coddington e Levinson
(1987) ou Lima (1976).

Assim, comecemos estabelecendo o problema que serd estudado. Para isso, seja D um
conjunto aberto e conexo de R?. Considere f : D — R uma funcdo continua. O objetivo deste
trabalho é encontrar uma fungao ¢ : I — R, onde I é um intervalo contido em R com ty € I,

tal que ¢ seja solugao da seguinte equagao diferencial ordinaria

¥ = f(x,t), (1)
$(t0) = &, (2)

onde &y é um nimero real conhecido.

4Académico do Curso de Matemética - Unioeste/Campus de Cascavel.
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Conforme Coddington e Levinson (1987), é possivel provar que ¢ é solucao de (1)—(2)
se, e somente se, ¢ satisfaz a seguinte equacao integral

p(t) =&+ | [f(s,0(s))ds, 3)

to

e é esta caracterizagao de solugao para (1)—(2) que usaremos para provar o resultado principal.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: na secao 2 apresentamos o Teorema de
Ascoli-Arzeld e um resultado preliminar que é necessario para a prova do resultado principal.

Na segao 3 provamos o Teorema de Peano usando a caracterizagdo (3) para uma solugao de

(1)~(2).

2 Resultados preliminares

Nesta secao apresentamos algumas definigoes, o Teorema de Ascoli-Arzeld e também um

resultado preliminar que serd usado na prova do Teorema de Peano.

Um conjunto F' de fungdes f : [a,b] — R chama-se equilimitado se existir um nidmero

c > 0 tal que

[f(@)] <«

para todo = € [a,b] e para qualquer fungao f € F. O conjunto de fungdes F' chama-se equi-

continuo se, dado qualquer € > 0 existe d > 0 tal que
x1, T2 € [a,b],|x1 — x| < 0 = |f(x1) — f(x2)| <€,
para qualquer f € F.
Agora estamos aptos a enunciar o Teorema de Ascoli-Arzela:

Teorema 1. Seja F' um conjunto infinito, equilimitado e equicontinuo de fungées f : [a,b] — R.

Entao F contém uma sequéncia (fn)nen, a qual é uniformemente convergente em [a,b].
Prova: Ver Kolmogorov e Fomin (1982), Coddington e Levinson (1987) ou Lima (1976).
Seja f: R € R? — R uma funcio continua, onde
R={(t,x) ER* |t —tg| < aelz — &]| < b},

aqui @ e b sdo nimeros reais positivos fixos e (tg,&) € R%2. Temos que f é limitada em R,
portanto existe M > 0 tal que
[f(t,x)] < M,

o = min i
= STV

Se f: D C R? - R é uma funcdo continua, chamamos de uma solucio e-aproximada de

para todo (z,t) € R. Seja

(1)-(2) a uma funcdo continua ¢ : I — R tal que
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a) (t,¢(t)) € D;
b) ¢ é uma funcao continuamente derivavel por partes em I;

c) l¢'(t) — f(t,p(t))| < e, para todo t € T\ S, onde S é o conjunto dos pontos onde ¢’ é

descontinua.

Observando as notagoes acima, temos o seguinte resultado

Teorema 2. Seja f : R — R wma funcdo continua. Dado € > 0, existe uma funcdo @. :
[to — a,to + a] = R a qual € uma solugao e-aproximada de (1)—(2) e tal que ¢(ty) = &. Além
disso, ocorre

e (t) — @e(s)] < M|t — 5],

para todo t, s € [ty — a, tg + a.

Prova: Ver Coddington e Levinson (1987).

3 Resultado principal

Como descrito na introducéo, nesta secao provaremos o resultado principal deste traba-
lho.
Teorema 3. Seja f: R — R uma fungao continua. Entdo existe uma fungao continuamente

derivdvel ¢ : [tg — a, tg + o] — R solugdo de (1)—(2).

. . 1 . .
Prova: Considere a sequéncia (—) . Pelo Teorema 2, para cada n € N, existe uma funcao
n/ neN

©n  [to — o, to + o] = R a qual é uma solugao %—aproximada de (1)—(2). Além disso, ocorre
|on(t) — @n(s)] < M|t — s], (4)
para todo t, s € [tgp — a, tp + ] e para todo n € N. Tomando s =ty em (4), obtemos que
[on(B)] < lon(t) = @nlto)| + l@n(to)| < Mo+ |&o] < b+ Sol,

para todo t, s € [tg — a, to+ ] e para todo n € N. Portanto, a sequéncia (¢ )nen € equilimitada.

A desigualdade (4) também permite provarmos que a sequéncia (¢, )nen € equicontinua.

De fato, sejam € > 0 e n € N quaisquer. Defina § = 7. Assim,
[t —s| <= lpn(t) —en(s)] < Mt —s| < Mb <e,

como n € N é arbitrdrio, temos que (¢ )nen € equilimitada, como queriamos.

Assim, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, existe uma subsequéncia (¢, Jken de (@n)nen €

uma funcado ¢ : [ty — a, o + o] — R tal que

¢n, — ¢ uniformemente, (5)
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quando k — co. Como cada ¢, é continua, temos que ¢ também é continua.

Por outro lado, do Teorema Fundamental do Célculo, temos que

(1) = o (t0) + / ol (5) ds. (6)
Daqui,
o () = 50-*(/{ [£(5: 0ne (5)) + @y (3) = £(5 pny (5))] ds. (7)

Sendo ¢, uma solucao %—aproximada de (1)—(2), temos que

o 1/t o}
[ [t = s pn (o] ds| < - [ ds< o (®)
quando k£ — oo. Portanto,
t
m [ g7, () = f(s,0n,(s))] ds = 0. (9)

k—o0 to

Além disso, como f é uniformemente continua e a convergéncia (5) é uniforme, temos

que
t t

t
lim f(s,¢n,(s)) ds = / lim f(s,pn,(s)) ds = f(s,0(s)) ds. (10)

k—o0 to to k—o0 to

Tomando o limite, quando k — oo, de (7)—(10) concluimos que
t
p(t) =&+ | f(s,0(s)) ds, (11)

to

para todo ¢t € [ty — «a,tp + «]. Portanto, ¢ satisfaz (3), consequentemente é uma solucao de

(1)~(2).
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